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Аннотация 

При эксплуатации под нагрузкой в течение длительного времени в 

материале могут проявляться такие реологические эффекты как ползучесть и 

релаксация, что может приводить к длительному разрушению, поэтому важным 

является анализ закономерностей деформирования полимерных 

композиционных материалов с учетом фактора времени. В настоящей работе 

рассмотрены модели, применяющиеся для описания реологических эффектов, 

показаны их достоинства и недостатки. Предложена модель на основе 

матричных уравнений теории слоистых пластин и соотношений 

наследственного типа, позволяющая установить зависимость деформаций от 

времени при переменном во времени нагружении, выполнен расчет для 
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углепластиков БМИ-3/3692 и КМУ-4Л. Показано хорошее соответствие 

расчетных и экспериментальных данных. 

 

Ключевые слова: углепластик, наследственная механика, ползучесть, 

релаксация, теория слоистых пластин. 

 

Введение 

Уникальные физико-механические свойства полимерных 

композиционных материалов позволяют их широко применять в изделиях 

авиационной и ракетно-космической техники, однако необходимо решить ряд 

вопросов, связанных с прочностью, долговечностью и жесткостью этих 

материалов. Углепластики – одни из наиболее распространенных материалов, 

применяемых в авиационной и ракетно-космической технике благодаря 

высокому удельному модулю и удельной прочности, но также они существенно 

анизотропны и имеют склонность к растрескиванию и накоплению 

повреждений. Некоторые технологические методы позволяют решить проблему 

растрескивания, в частности, распространение трещин может быть 

блокировано, если высвобождение энергии деформации будет связано с 

высвобождением энергии вследствие проявления временных эффектов. 

Важным является анализ закономерностей деформирования и разработка 

расчетно-экспериментальных методов прогнозирования сопротивления 

углепластиков деформированию и разрушению в зависимости от структурных 

и технологических факторов. В настоящей работе предложена модель 



ползучести полимерных композиционных материалов, выполнен расчет для 

равнопрочного тканого углепластика БМИ-3/3692 с бисмалеимидной матрицей 

и для перекрестно-армированного углепластика на основе эпоксидного 

связующего и однонаправленной углеродной ленты КМУ-4Л со схемой 

укладки ±20°. 

В работах [1, 2] проведены экспериментальные исследования 

деформирования углепластиков при длительном нагружении. К перекрестно-

армированным образцам заданным углом прикладывались растягивающие 

напряжения заданного уровня, измерение деформаций производилось в течение 

всего эксперимента. Установлено, что при постоянных значениях напряжениях 

наблюдался непрерывный рост деформации. Также экспериментально 

получены кривые обратной ползучести. Авторы работ аппроксимировали 

изменение вязкоупругой составляющей деформации степенной зависимостью: 

0
(1 )nat   , где 

0 E
  . Данный подход характеризуется простотой, но при 

этом он не позволяет учитывать историю деформирования, а, следовательно, и 

производить расчеты при переменном во времени нагружении. Кроме того, 

экспериментальное определение мгновенной деформации 
0
  невозможно, 

поскольку невозможно мгновенное приложение напряжения заданного уровня. 

Увеличение скорости нагружения приводит к возникновению динамических 

эффектов [3]. 

В [4, 5] предлагается феноменологическая модель ползучести 

углепластика, в которой вязкоупругая составляющая деформации также 



учитывается при помощи экспоненциальной зависимости. В [6, 7] 

экспериментально показано, что наиболее значительные временные эффекты 

проявляются при сдвиговом нагружении в плоскости слоя, в то время как при 

нагружении в направлении армирования и поперек армирования реологические 

эффекты пренебрежимо малы. Таким образом, можно сделать вывод, что 

проявление временных эффектов обусловлено возникновением касательных 

напряжений в плоскости слоя.  

В работе [8] для аппроксимации экспериментальных зависимостей 

используются модели Максвелла и Фойхта. Авторами использована 

четырехпараметрическая модель: 

2

1 2 2 1

1 exp
E

t t
E E

  






  
      

  
. 

Однако данная модель не может учитывать историю нагружения и не 

имеет ограничений по максимальным деформациям, что накладывает 

ограничения на область ее применимости. 

Наиболее общие случаи нагружения могут быть описаны соотношениями 

наследственной механики. В [9-14] для определения деформаций используются 

соотношения наследственной механики, имеющие следующий вид: 

*(1 )K
E


   , где K  – ядро ползучести: *

0

( ) ( ) ( )
t

K t K t d      . 

В качестве ядра ползучести могут быть использованы дробно-

экспоненциальная функция Работнова, ядро Абеля, сумма экспоненциальных 

функций и пр. Кроме того, что наследственный подход является наиболее 



общей формой соотношений между напряжениями и деформациями при 

переменных во времени нагрузках, он позволяет идентифицировать ряд 

взаимосвязанных функций, характеризующих материал [15]. Так, выражения 

для описания релаксации может быть записано как: 
*(1 )E R   , где *R  – 

ядро релаксации, определяемое через ядро ползучести: 
* *(1 )(1 ) 1K R   , 

*

*

*1

K
R

K



. 

 

Модель деформирования композиционных материалов 

В статье [15] показано, что зависимость между напряжениями и 

деформациями может быть представлена в виде определяющего соотношения 

наследственного типа: 

*

12 120

12

1
(1 ) .K

G
    

Используя выражение для резольвенты, было получено соотношение для 

напряжений, вычисляемых по известной истории деформирования [5]:  

0 *

12 12 12
(1 ) .G R    

Определяющие соотношения для слоя могут быть записаны в следующей 

матричной форме:  
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Это же выражение в сокращенном виде записывается как 

0 0 *

12 12 12
{ } [ ]{ },G G R    

где 
0

0 0 0

[ ] 0 0 0

0 0 1

G

 
 
 
  

 – матрица, позволяющая учесть эффект ползучести. 

Матрица жесткости пакета определяется как: 

0 *

12
[ ] [ ][ ][ ] [ ] [ ] ,T

xy i i i xy
G T G T h G G R    где 

0 0

12
[ ] [ ][ ][ ]T

xy i i i
G T G T h  – матрица 

жесткости пакета без учета временных свойств, 
0[ ] [ ][ ][ ]T

i
G T G T h  – 

поправочная матрица, 

2 2

2 2

2 2
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c s sc

T s c sc

sc sc c s

 
 

  
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 – матрица поворота, sin( )s  , 

cos( )c  . 

Матрицу податливости получаем обращением матрицы жесткости:  
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где 0 0 1[ ] [ ]
xy xy

S G   – матрица податливости пакета без учета временных свойств. 

Обозначим     GA S  
  . Проведем диагонализацию матрицы [A] : 

     
1

A Q D Q


 , где [D] – диагональная матрица, составленная из 

собственных чисел λi, а [Q] – матрица, составленная из собственных векторов-

столбцов. 

После преобразований окончательно, с учетом свойств резольвентных 

операторов, имеем: 



 * * 1 0[ ] [ ] 1 ( ) [ ] [ ]
xy i i xy

S Q diag R Q S       

Определяющие соотношения для пакета записываются в следующем 

виде:  

*{ ( )} [ ]{ ( )},
xy xy

t S t   

где *[ ]
xy

S  – матрица податливости, ( )
xy

t  – функция, описывающая историю 

нагружения. 

Для выявления временных эффектов были проведены испытания на 

ползучесть и релаксацию образцов из углепластиков БМИ-3/3692 со схемой 

армирования ±45° и КМУ-4Л со схемой армирования ±20°. На образцы были 

наклеены тензорезисторы для регистрации продольных и поперечных 

деформаций.  

Механические характеристики углепластика БМИ-3/3692 были 

определены в [17]. Е1 = 84 ГПа, Е2 = 80 ГПа, ν12 = 0.04. G12 =7.5 ГПа. На 

диаграммах деформирования, представленных в [17] видно, что для образцов с 

углами армирования 30° и 45° проявляется нелинейность и гистерезис. Это 

может быть объяснено временными эффектами. 

Для выявления временных эффектов были испытаны пять образцов со 

схемой армирования ±45°. Первый и второй образцы были нагружены за 15 

секунд до 150 МПа, после чего выдерживались при заданном уровне 

напряжений в течение 6000 секунд, третий образец был нагружен до 175МПа и 

разрушился примерно через 60с после начала эксперимента, четвертый и пятый 



образцы были подвергнуты нагружению и разгрузке с различными скоростями 

и максимальными значениями напряжений.  

По предложенной модели были произведены расчеты для углепластика 

БМИ-3/3692. В качестве ядра ползучести было выбрано ядро Абеля: 

 
(1 )

t
kt

K




 

. Резольвентой по отношению к ядру Абеля является дробно-

экспоненциальная функция Работнова:  
(1 )

0

,
[( 1)(1 )]

n n

n

t
tЭ kt

n










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


  
 .  

Параметры ядра определялись при помощи метода наименьших 

квадратов. Численно был определен минимум невязки расчетных и 

экспериментальных данных: 

 
2

min
р э     . 

Были получены следующие значения параметров: α=-0.7, β=-0.05, k=800.  

Расчетные кривые и экспериментальные данные показаны на рис. 1-5. 

Сплошной линией показаны расчетные значения деформаций, маркерами – 

экспериментальные. 

 



 

Рис. 1. Кривая ползучести углепластика БМИ-3/3692. Маркерами 

показаны экспериментальные данные, линией – расчет. 

 

 

Рис. 2. Кривая ползучести углепластика БМИ-3/3692. Маркерами 

показаны экспериментальные данные, линией – расчет. 

 

 



 

Рис. 3. Кривая ползучести углепластика БМИ-3/3692. Маркерами 

показаны экспериментальные данные, линией – расчет. 

 



 

Рис. 4. Зависимости напряжений и деформаций от времени для 

углепластика БМИ-3/3692. Маркерами показаны экспериментальные данные, 

линией – расчет. 

 

 



 

Рис. 5. Зависимости напряжений и деформаций от времени для 

углепластика БМИ-3/3692. Маркерами показаны экспериментальные данные, 

линией – расчет. 

Можно видеть, что диаграммы напряжений и деформаций не подобны, 

что вызвано влиянием реологических свойств. 

Для перекрестно армированных образцов из углепластика КМУ-4Л 

упругие характеристики монослоя были определены в [18]: Е1 = 150 ГПа, 

Е2 = 4 ГПа, ν12 = 0.32. G12 =3.3 ГПа. 



При испытаниях на ползучесть образцы со схемой армирования [±20°]2s 

нагружались до напряжений 300МПа за 15 секунд, после чего производилась 

выдержка в течение двух часов, при этом велась регистрация деформаций. При 

испытаниях на релаксацию образец за 15 секунд нагружался до уровня 

деформаций 0.34%, что соответствует напряжениям величиной 300 МПа, после 

чего также в течение двух часов производилась выдержка с регистрацией 

напряжений. 

Параметры ядра также определялись численно методом наименьших 

квадратов: α=-0.8, β=-0.05, k=150. Расчетные кривые и экспериментальные 

данные показаны на рис. 6, 7. Сплошной линией показаны расчетные значения 

деформаций, маркерами – экспериментальные. 

 

Рис. 6. Кривая ползучести углепластика КМУ-4Л. Маркерами показаны 

экспериментальные данные, линией – расчет. 

 



 

 

Рис. 7. Кривая релаксации углепластика КМУ-4Л. Маркерами показаны 

экспериментальные данные, линией – расчет. 

 

На представленных графиках можно видеть хорошее согласие 

экспериментальных и расчетных данных как для пластиков на основе ткани, так 

и для материалов, армированных однонаправленной лентой.  

 

Выводы 

Предложена модель наследственного типа, позволяющая описывать 

временные эффекты при деформировании полимерных композиционных 

материалов, армированных непрерывными волокнами. 

При помощи данной модели выполнен расчет для образцов 

углепластиков КМУ-4 и БМИ-3/3692, показано хорошее согласие между 

расчетными и экспериментальными данными.  



Данная модель может быть использована для расчета напряженно-

деформированного состояния композитных конструкций при длительном 

деформировании. 
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