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Аннотация 

В данной работе рассмотрено колебание стержня, несущего малую 

присоединенную массу, в нелинейной постановке. За основу для разработки новой 

математической модели принято общее уравнение колебаний. Учтено место 

крепления, а так же влияние малой присоединенной массы на частотные 

характеристики собственной частоты. Определены первая и вторая собственные 

частотные характеристики колебаний стержня, несущего присоединенную массу. 

Так же определено, что наличием малой присоединенной массы является фактором, 

запускающим взаимодействие изгибных колебаний с радиальными. Решение 

бесконечной системы нелинейных алгебраических уравнений используется новый 

симптотический подход, основанный на введении искусственного малого параметра 

μ. Рассмотрен случай, когда система близка к состоянию внутреннего резонанса. 
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Математическая модель 

Уравнение движения выглядит следующим образом [1-5]: 
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Концы стержня жестко защемлены: 

            

Здесь  u – продольное перемещение; x – пространственная координата; 

t – время; l – длина стержня;        , где E – модуль Юнга,   –плотность 

материала стержня;  1 ,  2 – некоторые коэффициенты,   –безразмерный малый 

параметр,    . 

Решение должно удовлетворять периодичности:                  

где        – период,   – искомая собственная частота колебаний.  

Преобразование времени:     , тогда: 

          
       

          
       

где               - собственная частота основного тона колебаний линейной 

системы (при ε=0). 

Подставляя выражения в исходную краевую задачу и приравнивая между 

собой члены при одинаковых степенях ε, получаем рекуррентную систему 

линейных уравнений: 

  
    
   

   
 
   

   
      

 

 
            

   

   
    

 

  
    
   

   
 
    
   

           
    
   

     
  

 

 
            

   

   
  

Граничные условия и условия периодичности принимают вид 
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Решение краевой  задачи  соответствует  нулевому приближению [6-9]: 

          
  
   

  
  

 

   

    
  

 
    

где А1 -  амплитуда основного тона колебаний, определяемая из начальных условий; 

Аj, j=2,3,4… - амплитуды  последующих  гармоник;   
                   

       - собственные частоты гармоник в линейном случае,      
     

 

Теоретические исследования 

Далее переходим к решению, с помощью граничных условий. С целью 

устранения в уравнениях вековых параметров в правой части уравнения постоянные 

при переменных вида     
  
   

  
      

  

 
            необходимо приравнять 

нулю. Такая замена позволяет получить бесконечную систему нелинейных 

уравнений [10-14]: 

  

  

     
    

   
    

 
 
 

  
  
  

 

 
      

     
 

 

     

   

   

            

Определение численных значений переменных дает возможность найти 

другой параметр ω1–  корректировку частотной характеристики, полученную при 

решении нелинейного уравнения. Сопоставим вероятные характеристики уравнения.  

Форма  колебаний определяется выражением: 
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где    
  
   

  
       частоты гармоник. 

В общем случае имеет место только одна i -ая гармоника. Тогда: 

        
   

     

     
    

           

а искомая АЧХ запишется в виде: 

     
           

  
   

  
   
         

где  i=1,2,3… . Значения параметра волнообразования выше нуля относятся к 

твердому, а ниже нуля слабому параметру демпфирующей силы. Наличие 

нескольких составляющих внутреннего колебательного процесса есть особенность 

системы, при котором возможно расщепление частотного спектра. Малая 

присоединенная масса, есть одни из включений, отклоняющих от идеального 

механизма гармонических колебаний. Поэтому возможно взаимодействие форм 

колебаний, приводящих систему к резонансу. В данном исследовании установлено, 

что это возможно при β1=0. 

Тогда формы частот можно записать следующим образом: 

  

  

     
    

   
    

 

 
 

  
  
  

 

 
     

    
    

    
  

 
 

 
                              

 

  
   

      
        



Труды МАИ. Выпуск № 110        http://trudymai.ru/ 

 

  

  

     
    

   
    

 

 
 

  
  
  

 

 
     

    
    

    
  

 
 

 
                                    

 
 

  
   

      
        

  

  

     
    

   
    

 

 
 

  
  
  

 

  
  
  

 

 
     

    
    

    
  

 
 

 
                              

 

  
   

      
      

    

    

  

  

     
    

   
    

 

 
 

  
  
  

 

 
     

    
    

    
  

 
 

 
                              

 

  
   

      
        

     
    

   
    

 

 
 

  
  
  

 

 
     

    
    

    
   

 

 
               

 
 

  
   

      
      

      
        

……………………………………………………………………………………………… 



Труды МАИ. Выпуск № 110        http://trudymai.ru/ 

 

Для решения бесконечной системы нелинейных алгебраических уравнений 

используется новый асимптотический подход, основанный на введении 

искусственного малого параметра μ. В правой части каждого i - го уравнения 

системы введем параметр μ перед каждым членом          k,l,m=1,2,3 …, для 

которого выполняется условие (k > i)  (l > i)  (m > i):  
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То есть, при μ = 0 уравнения становятся «трехступенчатыми». Данную задачу 

можно решить методом рекуррентной последовательности. При μ = 1 система 

сводится к начальной форме. Для определения оставшихся переменных запишем 

уравнения [15-19]: 
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При этом первый член ряда ω1
(0)

 определяется из первого уравнения системы 

из условия отсутствия в решении вековых членов, вызываемых основным тоном 

колебаний, а все последующие члены ω1
(j)

, j = 2,3,4… - из условий отсутствия 

вековых членов, вызываемых дополнительными резонансными гармониками. Далее 

мы ограничиваемся в разложении первыми двумя членами. 

Решение системы отвечает случаю, когда одновременно реализуются все 

нечетные гармоники: 

                

                  

                  

            

   
          

   
  

  

Искомая АЧХ может быть записана в виде: 

                 
  
   

  
                    

где ω0=απ/l. 

Данное уравнение соотносится с условием наложения частотных спектров при 

β1=0. Стоит уделить внимание случаю, когда система находится в преддверии 

состояния резонанса, стремиться его но, не достигает. То есть присутствует 

расщепление спектра. В этом состоянии переменная β1 в уравнении приближается к 

нулю. Тогда общее уравнение запишем в виде: 
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где β1
*
, β2 - некоторые коэффициенты, δ = β1/ β1

*
 - безразмерный малый параметр, 

характеризующий степень «расстройки», δ → 0. 

Вводим преобразование времени. Решение краевой задачи ищем в виде 

асимптотических разложений по степеням δ: 

          
       

          
       

члены которых, в свою очередь, представляем рядами: 

            
        

            
        

            
        

            
        

где ω0=απ/l - собственная  частота  основного  тона  колебаний  при ε = 0 и δ = 0. 

Расщепляя исходную краевую задачу по степеням δ  и ε, получаем следующую 

последовательность линейных уравнений: 
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Граничные условия и условия периодичности запишутся в виде: 

              

                                  

Первое  уравнение последовательности с условиями позволяет определить u00: 

           
  

 
          

 

   

 

Следующее приближение u01 может быть найдено из краевой задачи. Для 

предотвращения появления в разложении вековых членов, в правой части уравнения 

коэффициенты при членах  вида     
  

 
                   приравниваем нулю. 

Получаем бесконечную систему нелинейных алгебраических уравнений: 
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……………………………………………………………………………………… 

Определяя неизвестные описанных уравнений с учетом способа 

гомотопической переменной, получаем: 

                

                  

                 

…………………..; 

    
          

   
   

  

Функцию u01 можно представить в виде: 

             
   
          

   
         

 

   

  

где         
   
   

   
  некоторые функции и коэффициенты. 

 

Определение граничного уравнения даёт возможность вычислить параметр 

u10. 

Условие отсутствия вековых членов в разложении требует, чтобы в правой 

части уравнения коэффициенты при членах вида      
  

 
                    были 

приравнены нулю. Тогда уравнение примет вид: 
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Стоит заметить, что дополнение ω10 к сущности всех i – х гармоник 

определяется её номером i. 

Переменная u11 вычисляется из граничных условий. В текущей работе, в 

соответствии с вычисленными параметрами u01 характер отсутствия в уравнениях  

Член u11 определяется из краевой задачи. В данном случае, с учетом 

определения вековых параметров находим бесконечную систему уравнений, 

линейных по отношению к ω11 и Bi, i=1,2,3…: 
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Выводы 
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Получаем: 

                

                  

                 

…………………..; 

            
      
   

         
  
     

 

     
   

Опишем итоговое уравнение для вычисления форм и частотных характеристик 

колебаний: 

               
  

 
                         

   

 

   

 

     
    

    
           

      
 

      
    

  
          

       
   

       

                      

где         . Полученные в данной работе численные результаты 

колебаний стержня, несущего присоединенную массу согласуются с имеющимися 

данными.  
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