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Аннотация 

В работе рассматривается проблема влияния теплоемкости и теплопроводности 

стенки на температурное расслоение и рост давления при тепловой конвекции 

газообразного водорода в замкнутом сосуде в условиях, приближенно 

моделирующих паровую подушку криогенного топливного бака при хранении. Для 

описания процессов тепломассопереноса в газе применяется модель на основе 

приближения малых чисел Маха. В результате серии численных экспериментов 

получены оценки степени влияния стенки на скорость роста давления и величину 

температурного расслоения для случая вертикального цилиндрического сосуда с 

изотермической нижней границей. 
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Введение 

Известно, что наличие перегрузки и внешнего теплопритока в криогенные 

топливные баки ракет приводит к возникновению свободно-конвективных течений 

как в жидкой фазе хранимого компонента топлива, так и в его паровой подушке. 

Кондуктивный перенос тепла и указанные конвективные течения формируют 

температурное расслоение в направлении действия перегрузки, которое, в свою 

очередь, повышает скорость роста давления в баке, а также увеличивает 

незабираемые остатки топлива. Данные эффекты наблюдались как в наземных, так и 

в летных экспериментах по хранению криогенных жидкостей [1-5]. Указанные 

проблемы особенно актуальны в связи с развертыванием в России и за рубежом работ 

по созданию ракет тяжелого класса на криогенных компонентах [6]. При этом, в 

последнее время все большее значение при создании новых ракет-носителей 

приобретают средства математического моделирования, которые позволяют 

существенно сократить затраты на экспериментальную отработку различных систем 

[7]. 

Характеристики конвекции и температурного расслоения в жидкости и газе при 

малых перепадах температур достаточно подробно изучены при помощи модели на 

основе приближения Буссинеска [8-15]. С использованием данной модели также 

проводились исследования тепловой конвекции в замкнутых объемах в сопряженной 

постановке с учетом внутренних источников тепла и теплопереноса в стенках [16-17]. 

Однако температурные перепады, реализовывающиеся в паровой подушке баков в 

известных опытах по хранению криогенных жидкостей, достигают весьма 
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значительных величин по сравнению с жидкой фазой. Например, в опытах по 

хранению водорода [2, 3] температура жидкости не выходила за диапазон 20-25 К, 

тогда как в паровой подушке бака отличие между максимальной и минимальной 

температурами достигало десятков градусов. В таких условиях применимость 

приближения Буссинеска для описания процессов тепломассообмена в паре является 

весьма сомнительной [18-19]. 

В работах [20-21] для тепловой конвекции при больших перепадах температуры 

с существенно дозвуковыми скоростями движения было предложено использовать 

модель на основе уравнений Навье-Стокса в приближении малых чисел Маха, также 

называемую приближением гомобаричности. Данная модель успешно применялась 

для учета влияния поршневого эффекта при тепломассопереносе [22-23], а также для 

исследований отличий тепловой конвекции при значительных перепадах температур 

от случая слабо сжимаемой среды, описываемого моделью Буссинеска [24-28]. При 

этом для случая конвекции газа в условиях, близких к реализуемым при хранении в 

паровой подушке бака, систематических исследований физических процессов 

практически не проводилось. 

Экспериментальное моделирование внутрибаковых процессов на моделях 

меньших масштабов, как правило, учитывает геометрическое подобие внутренней 

полости бака, подобие по тепловым потокам, времени хранения и числу Рэлея. При 

этом, подобие по толщине стенки не воспроизводится в силу конструктивных 

ограничений модели – толщина стенки в опытах значительно превосходит толщины, 

требующиеся для точного соблюдения условий подобия. Естественно возникает 
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вопрос о влиянии этой составляющей «неподобия» модельного эксперимента на 

значения скорости роста давления в баке при переносе на натурные изделия. Кроме 

того, при исследовании тепломассопереноса при конвекции газа в условиях, 

приближенно моделирующих паровую подушку бака без учета влияния стенки и 

фазовых переходов [28], полученные в результате расчетов градиенты температуры в 

газе в несколько раз превышали наблюдаемые в экспериментах величины. 

Данные обстоятельства приводят к необходимости оценки степени влияния 

теплоемкости и теплопроводности стенки на тепломассообмен при нагреве паровой 

подушки. В качестве первого шага к решению обозначенных проблем в данной работе 

проводится численное исследование конвекции в паре с учетом теплообмена со 

стенкой с использованием упрощенной постановки задачи. 

Постановка задачи 

Нестационарная тепловая конвекция в паре исследуется в осесимметричной 

постановке для вертикальной цилиндрической емкости со стенкой постоянной 

толщины d. Нижняя граница области – изотермическая, к боковой и верхней границам 

равномерно подводится тепло (рис. 1). 
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Рис. 1. Схема рассматриваемой модельной задачи 

Для описания тепломассообмена в газе используются уравнения Навье-Стокса 

в приближении гомобаричности. Масштабы температуры, термодинамического 

давления и плотности задаются по некоторым реперным значениям T0, P0, ρ0. 

Масштабы для коэффициентов переноса определяются по значениям при 

температуре T0. В качестве масштабов длинны, скорости, времени и динамического 

давления выберем следующие величины: R, a0/R, R2/a0. Здесь a0 – коэффициент 

температуропроводности, заданный при температуре T0. Приведем данные уравнения 

в безразмерном виде в цилиндрических координатах [29]: 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 +

1
𝑟𝑟
𝜕𝜕𝑟𝑟𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟 +

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0                                                                                        (1) 
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𝛾𝛾𝑇𝑇
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𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�                         (4) 

𝑃𝑃 = 𝜕𝜕𝜕𝜕                                                                                                                            (5) 

Здесь:  

𝑅𝑅𝑅𝑅 =
𝑔𝑔𝑞𝑞𝑊𝑊𝑅𝑅4𝜕𝜕02𝑐𝑐𝑃𝑃0

𝑟𝑟0𝜇𝜇0𝜕𝜕0
;  𝑃𝑃𝑟𝑟 =

𝜇𝜇0𝑐𝑐𝑃𝑃0
𝑟𝑟0

;  𝛾𝛾𝑇𝑇 =
𝛾𝛾0

1 + 𝛾𝛾0(𝑐𝑐𝑃𝑃 − 1) ; 𝛾𝛾0 =
𝑐𝑐𝑃𝑃0
𝑐𝑐𝑉𝑉0

;  𝐴𝐴 =
𝑞𝑞𝑊𝑊𝑅𝑅
𝑟𝑟0𝜕𝜕0

 

Для описания теплопередачи в стенке емкости воспользуемся уравнением 

теплопроводности. 

𝐾𝐾𝑉𝑉𝑊𝑊𝐸𝐸 𝑐𝑐𝑊𝑊
𝜕𝜕𝜕𝜕
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𝜕𝜕𝑟𝑟 �𝑟𝑟𝑟𝑟𝑊𝑊
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𝜕𝜕𝑟𝑟� +

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑟𝑟𝑊𝑊

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕��                                               (6) 

Здесь λW – безразмерный коэффициент теплопроводности стенки, сW – безразмерный 

коэффициент теплоемкости стенки. Масштабами для данных величин служат 

значения коэффициентов теплопроводности и теплоемкости при реперной 

температуре T0. Критерии, задающие отношения теплофизических свойств стенки и 

пара, введены следующим образом: 
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𝐾𝐾𝑉𝑉𝑊𝑊𝐸𝐸 =
𝜕𝜕𝑊𝑊𝑐𝑐𝑊𝑊0

𝜕𝜕0𝑐𝑐𝑃𝑃0
;  𝐾𝐾𝑉𝑉𝑊𝑊𝜆𝜆 =

𝑟𝑟𝑊𝑊
𝑟𝑟0

 

Граничные условия для задачи зададим следующим образом: 

𝐾𝐾𝑉𝑉𝑊𝑊𝜆𝜆 𝑟𝑟𝑊𝑊
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟�𝑟𝑟=1+𝛿𝛿

= 𝐴𝐴;  𝐾𝐾𝑉𝑉𝑊𝑊𝜆𝜆 𝑟𝑟𝑊𝑊
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑧𝑧=𝐵𝐵+𝛿𝛿

= 𝐴𝐴;  𝜕𝜕|𝑧𝑧=0 = 1; 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟�𝑟𝑟=0

= 0      (7) 

𝜕𝜕|𝑟𝑟=0 = 0; 𝜕𝜕|𝑟𝑟=1 = 0; 𝜕𝜕|𝑧𝑧=0 = 0; 𝜕𝜕|𝑧𝑧=𝐵𝐵 = 0                                                      (8) 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟 �𝑟𝑟=0

= 0; 𝜕𝜕|𝑟𝑟=1 = 0; 𝜕𝜕|𝑧𝑧=0 = 0; 𝜕𝜕|𝑧𝑧=𝐵𝐵 = 0                                                 (9) 

𝛿𝛿 =
𝑑𝑑
𝑅𝑅 ;  𝐵𝐵 =

𝐻𝐻
𝑅𝑅 

На поверхности раздела газ-стенка ставиться условие отсутствия теплового 

сопротивления. Конкретизация начальных условий и температурных зависимостей 

теплофизических свойств будет приведена в разделе работы, посвященном 

результатам расчетов. 

Метод численного решения уравнений 

Для дискретизации расчетной области использовался метод контрольных 

объемов на разнесенной сетке [30]. Для аппроксимации временных производных 

использовалась схема Эйлера 1-го порядка, конвективные члены 

аппроксимировались противопоточной схемой, диффузионные – центральными 

разностями.  

Численный метод для решения полученной системы уравнений строился на 

основе подходов [30-31] с разделением расчета временного шага на тепловой и 
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динамический циклы. Для этого уравнение энергии решалось в следующей 

специальной неконсервативной форме: 

1
𝛾𝛾𝑇𝑇
𝜕𝜕 �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + �

𝜕𝜕
𝑟𝑟
𝜕𝜕𝑟𝑟𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟 �

𝑛𝑛

+ �𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝑛𝑛

� =

=
1 − 𝛾𝛾0
𝛾𝛾0

𝑃𝑃∇𝑈𝑈 + 
1
𝑟𝑟
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟 �𝑟𝑟𝑟𝑟
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𝜕𝜕𝜕𝜕�                                                              (10) 

∇𝑈𝑈 =
1
𝑟𝑟
𝜕𝜕𝑟𝑟𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟 +

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕  

Необходимо отметить, что конвективные члены в левой части (10) берутся с 

предыдущего шага по времени. 

Для коррекции дивергенции скорости в уравнении энергии используется 

следующее соотношение: 

∇𝑈𝑈 =

1
𝑟𝑟
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟 �𝑟𝑟𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟� + 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕� −

1
𝛾𝛾𝑇𝑇
𝑑𝑑𝑃𝑃
𝑑𝑑𝜕𝜕

𝑐𝑐𝑃𝑃𝑃𝑃
                                                                  (11) 

Для расчета термодинамического давления использовалось интегральное 

условие сохранение массы: 

𝑃𝑃(𝜕𝜕) =
∫ ∫ 𝜕𝜕(𝑟𝑟, 𝜕𝜕, 0)𝑟𝑟𝑑𝑑𝑟𝑟𝑑𝑑𝜕𝜕𝐵𝐵

0
1
0

∫ ∫ 1
𝜕𝜕(𝑟𝑟, 𝜕𝜕, 𝜕𝜕) 𝑟𝑟𝑑𝑑𝑟𝑟𝑑𝑑𝜕𝜕

𝐵𝐵
0

1
0

                                                                                       (12) 

Приведем использовавшийся в расчетах алгоритм решения. 

1) Начало расчета, задаем начальные условия. 
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2) Начало нового n+1 временного шага, копируем значения на n временном шаге 

в значения на m итерации. Рассчитываем потоки массы через грани контрольных 

объемов на n шаге по времени. 

3) Начало цикла для температуры, термодинамического давления и 

плотности. 

4) Рассчитываем температуру пара и стенки из дискретных аналогов (10) и (6). 

5) Находим термодинамическое давление из (12) 

6) Рассчитываем плотность из уравнения состояния. 

7) Рассчитываем дивергенцию скорости на новой итерации из дискретного 

аналога уравнения (11) 

8) Проверяем сходимость температуры по следующему условию: 

� � �
𝜕𝜕𝑚𝑚+1 − 𝜕𝜕𝑚𝑚

𝜕𝜕𝑚𝑚 � 𝑟𝑟𝑑𝑑𝑟𝑟𝑑𝑑𝜕𝜕 ≤ 𝜀𝜀
𝐵𝐵

0

1

0
 

Здесь m – номер предыдущей итерации, m+1 – номер текущей итерации. Если условие 

не выполнено - обновляем значения температуры, давления и плотности на m 

итерации и переходим к п. 3. Если выполнено – переходим к расчету динамического 

давления и скорости. 

9) Начало цикла для расчета скорости и динамического давления 

10) Рассчитываем динамическое давление и скорость методом SIMPLE с 

использованием полученных значений температуры и плотности. 

11) По достижении сходимости скорости переходим к следующему временному 

шагу, возвращаясь в п. 2. 
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12) Продолжаем расчеты временных шагов до достижения максимального 

времени. 

 

Результаты расчетов 

Рассмотрим тепловую конвекцию в цилиндрической емкости в условиях, 

близких к эксперименту [2]. Значение теплового потока в [2] – 80 Вт/м2, характерный 

размер – 0.05 м, время – 300 с. Теплофизические свойства водорода брались из [32], 

причем реперные значения выбирались соответствующими температуре при 

давлении 1 бар по кривой насыщения. 

𝜕𝜕0 = 20.28 К;𝑃𝑃0 = 1 бар;  𝜕𝜕0 = 1.2 
кг
м3 ;  𝑟𝑟0 = 0.0158 

Вт
м2К ;  

𝜇𝜇0 = 1.16 ∙ 10−6 Па ∙ с; 

Данные параметры для водорода соответствуют следующим значениям 

безразмерных определяющих величин: 

𝐴𝐴 = 12.5; 𝜕𝜕 = 0.15 

Рассматривалось фиксированное значение числа Рэлея, равное 108, что 

соответствует случаю развитой ламинарной конвекции. Число Прандтля – 1.0. 

Безразмерные температурные зависимости теплоемкости, теплопроводности, 

динамической вязкости задавались следующими аппроксимациями табличных 

данных из [27]: 

𝑟𝑟 = 1 − 0.000427(𝜕𝜕 − 1)3 + 0.00091(𝜕𝜕 − 1)2 + 0.85236(𝜕𝜕 − 1) 
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𝜇𝜇 = 1 − 0.001801(𝜕𝜕 − 1)3 + 0.05376(𝜕𝜕 − 1)2 + 0.91534(𝜕𝜕 − 1) 

𝑐𝑐𝑃𝑃 = 1;𝜕𝜕 ≤ 2 

𝛾𝛾0
𝛾𝛾0 − 1 𝑐𝑐𝑃𝑃 = −0.0027𝜕𝜕3 + 0.0510𝜕𝜕2 − 0.1803𝜕𝜕 + 1.6781; 2 < 𝜕𝜕 ≤ 10 

𝑐𝑐𝑃𝑃 = 𝑐𝑐𝑃𝑃(10);𝜕𝜕 > 10 

В качестве материала стенки рассматривалась сталь со следующими 

зависимостями коэффициентов теплопроводности и теплоемкости от температуры: 

𝑟𝑟𝑊𝑊 = 1 + 0.01940(𝜕𝜕 − 1)3 − 0.11004(𝜕𝜕 − 1)2 + 0.56324(𝜕𝜕 − 1) 

𝑐𝑐𝑊𝑊 = 1 − 0.14149(𝜕𝜕 − 1)3 + 0.38151(𝜕𝜕 − 1)2 + 3.30122(𝜕𝜕 − 1) 

Значения безразмерных критериев, определяющих свойства материала стенки 

заданы следующими: 

𝐾𝐾𝑊𝑊𝑉𝑉
𝜆𝜆 = 234; 𝐾𝐾𝑊𝑊𝑉𝑉

𝐸𝐸 = 7.1 

Начальные условия брались однородными по объему емкости: 

𝜕𝜕(𝑟𝑟, 𝜕𝜕) = 0;  𝜕𝜕(𝑟𝑟, 𝜕𝜕) = 0;𝜕𝜕(𝑟𝑟, 𝜕𝜕) = 1.0;  𝜕𝜕(𝑟𝑟, 𝜕𝜕) = 1.0;𝑃𝑃 = 1.0 

В рассматриваемом эксперименте безразмерная толщина стенки δ=0.02.  

Была проведена серия расчетов при различных значениях толщины стенки в 

диапазоне δ=0-0.02 при фиксированном B=1. На рис. 2-3 представлены данные 

расчетов по росту давления и изменению максимума модуля скорости по времени для 

различных значений безразмерной толщины стенки: 
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Рис. 2. Изменение термодинамического давления по времени для различных 

значений толщин стенки 

 
Рис. 3. Изменение модуля максимума скорости по времени для различных 

толщин стенки 
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Влияние теплоемкости стенки на температурное расслоение пара 

демонстрируется на рис. 4-6. 

a b 

c d 

  

Рис. 4. Изолинии температуры для различных толщин стенки, t=0.003, 
Tmin=1: a – δ=0, TMAX=6.64; b – δ=0.00125, TMAX=4.74; c – δ=0.01, TMAX=2.86; 

d – δ=0.02, TMAX=3.13 

a b 
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c d 

  

Рис. 5. Изолинии температуры для различных толщин стенки, t=0.075, 
Tmin=1: a – δ=0, TMAX=2.25; b – δ=0.00125, TMAX=1.75; c – δ=0.01, TMAX=1.39; 

d – δ=0.02, TMAX=1.12 

a b 

c d 

  

Рис. 6. Изолинии температуры для различных толщин стенки, t=0.15, 
Tmin=1: a – δ=0, TMAX=7.53; b – δ=0.00125, TMAX=5.67; c – δ=0.01, TMAX=3.37; 

d – δ=0.02, TMAX=2.68 
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Обсуждение результатов 

Как видно из представленных на рис. 2-6 данных расчета, изменение толщины 

стенки от случая δ→0 до величины δ=0.02, совпадающей с толщиной стенки в 

эксперименте [2] приводит к замедлению скорости роста давления почти в 4.5 раза и 

понижению максимального перепада температуры в емкости почти в 4 раза. Также, в 

2 раза снижается максимальная интенсивность конвекции. При этом, теплоемкость и 

теплопроводность стенки оказывает заметное влияние на тепломассоперенос даже 

при крайне малых значениях параметра δ, снижая максимальный перепад температур 

на 30% для случая δ=0.00125. 

Таким образом, можно сделать вывод о необходимости учета теплообмена со 

стенкой при математическом моделировании паровой подушки криогенных 

топливных баков. Кроме того, полученные результаты указывают на возможность 

существенного занижения скорости роста давления и величины температурной 

неоднородности в паровой подушке при экспериментальном моделировании 

процесса бездренажного хранения на малых баках с большей, чем в натурном 

резервуаре, относительной толщиной стенки. 
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Abstract 

As of today, Russian space industry announced several projects of new launch vessels, 

such as super heavy class rocket and the rocket with reusable stages, operated on liquefied 

natural gas as a fuel. Moreover, other countries, such as USA, China and the ESA members, 

announced plans of future missions to Mars and Moon. A considerable part of the future 

space missions depends on the possibility of effective long-term storage of cryogenic fuel 

components under lowered gravity conditions. The important role of cryogens in space 

flights is being determined by their widespread application as a fuel and in life support 

systems. 

Due to cryogens’ very low temperatures, the tanks for their storage are extremely 

sensitive to the thermal flows from the environment caused by solar radiation, aerodynamic 

heating and conductive transference from the other parts of a spacecraft. External heating 

and the presence of microgravity lead to pressure raise and free-convective motions in the 

storage tank. The pressure rise rate is being accelerated by temperature stratification effect. 

This effect has been demonstrated in many ground and space experiments. 
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One of the most important problem in experimental cryogenic storage studies is scale 

factor. Most of experimental data was obtained with small-size fuel tanks. This leads to the 

problem of geometric similarity violation of the fuel tank wall thickness compared to the 

real rocket storage tanks. To estimate the impact of this dissimilarity, the article considers 

the problem of the wall's thermal capacity and thermal conductivity impact on temperature 

stratification and pressure rise at the vapor non-stationary thermal convection in the closed 

cylindrical vessel. 

Low Mach numbers approximation is being used to describe evolution of the vapor 

temperature, velocity, density and other parameters. Boundary conditions, defining 

parameters range, physical properties of vapor and a wall material simulate conditions of 

the experiment on drainage-free hydrogen storage. 

A series of computations at various wall thickness values was performed using 

numerical method proposed by Quazzani and Garrabos. The computation data demonstrates 

considerable reduction in the pressure rise rate, temperature stratification value and 

convection intensity with the wall thickness increase. The obtained results demonstrate the 

possibility of considerable underrating of the pressure rise rate and other heat exchange 

parameters on the steam blanket of the tank, when the wall’s real thermal capacity and 

thermal conductivity are not being accounted for. 

 

Keywords: natural convection, low Mach number approach, homo-baricity approximating, 

drainage-free storage, steam blanket. 
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