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Аннотация. В статье решается задача наискорейшей коррекции околокруговой орбиты 

спутника в предположении об ограничении на суммарный запас топлива. Произведена 

дискретизация изначально непрерывной математической модели движения 

космического аппарата для релейного управления, осуществляемого двигателями малой 

тяги. При помощи увеличения шага квантования полученная дискретная система, 

описывающая динамику спутника, сведена к эквивалентной системе обладающей 

строго выпуклыми суммарными ограничениями на управление. Произведено 

обобщение изначальной задачи коррекции к задаче быстродействия для линейной 

системы с дискретным временем и суммарными ограничениями на векторное 

управление. Задача быстродействия разделена на два этапа. На первом этапе 
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вычисляется точное значение времени быстродействия. На втором этапе происходит 

построение оптимального процесса при фиксированном времени. Полное решение 

рассматриваемой задачи построено на основе аппарата множеств 0-управляемости. 

Получены необходимые и достаточные условия оптимальности процесса управления в 

форме принципа максимума. Произведены численные расчеты для различных значений 

параметров. 

Ключевые слова: коррекция орбиты спутника, круговая орбита, задача ыстродействия, 

линейная система с дискретным временем, множество 0-управляемости, суммарные 

ограничения на управление 
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Abstract. The paper solves the problem of the fastest correction of a near-circular satellite orbit 

with restrictions on the summary fuel supply. It is assumed that the deviations of the actual 

motion parameters from the parameters of the calculated orbit are small, which allows us to go 

over to linear equations of dynamics. It is also assumed that the control is carried out by 

low-thrust engines and is a relay one. Discretization of the initially continuous-time 

mathematical model of the spacecraft motion is performed. By increasing the quantization 

step, the resulting discrete-time system describing the satellite dynamics is reduced to an 

equivalent system with strictly convex summary constraints on control. The original correction 

problem is generalized to the time-optimization problem for a linear system with discrete time 

and summary constraints on vector control. The time-optimization problem is divided into two 

stages. At the first stage, the exact value of the minimal time is calculated. At the second stage, 

an optimal process is constructed for a fixed time. Both stages of the solution can be performed 

by the apparatus of null-controllable sets. In particular, the minimal time, required for the 

system to reach the origin, is calculated as the minimal number of the null-controllable set 

containing the initial state. The criterion for optimality of control is that the next state belongs 

to the null-controllable set in a smaller number of steps. The final necessary and sufficient 

conditions for the optimality of the control process are presented in the form of the maximum 

principle. The obtained theoretical methods are used to solve the original problem. Numerical 

calculations are performed for quadratic constraints and fourth-order constraints. 

Keywords: satellite orbit correction, circular orbit, time-optimization problem, discrete-time 

linear system, null-controllable set, summary control constraints 
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1. Введение 

Задача коррекции орбиты космического летательного аппарата является одной из 

наиболее актуальных задач ракетно-космической техники. Это отражено во многих 

современных статьях [1–3]. В свою очередь при учете ограничений, накладываемых 

техническими особенностями используемых двигательных установок, и использовании 

релейного управления исходная задача коррекции может быть сведена к задаче 

стабилизации для динамической системы с дискретным временем. Выбор в качестве 

критерия качества времени, затрачиваемого системой на достижение заданного 

терминального состояния, приводит к задаче быстродействия. Хотя основные 

результаты по данной тематике изложены еще в классических монографиях [4–6] и 

различных статьях [7–9], исследование задачи быстродействия не утрачивает 

актуальности и в настоящее время [10–15]. 

Отдельно следует рассмотреть постановку задачи быстродействия для систем с 

дискретным временем. В этом случае использование стандартных подходов к решению 

данной задачи оптимального управления оказывается затруднено. Отдельной 

проблемой является определение времени быстродействия, что отличает данную задачу 

от большинства других задач с фиксированным числом шагов. Но даже при известном 

времени быстродействия принцип максимума приобретает вырожденный характер 
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почти для всех начальных состояни [16], а метод динамического программирования 

сводится к полному перебору допустимых управлений [17]. 

С другой стороны, продемонстрировал свою эффективность геометрический 

подход, основанный на использовании аппарата множеств 0-управляемости – множеств 

тех начальных состояний, из которых система может быть переведена в начало 

координат за фиксированное число шагов. В [16] представлена модификация принципа 

максимума, позволяющая построить оптимальное программное управление для систем 

со строго выпуклыми ограничениями на управление. В [17] разработаны методы 

формирования оптимального позиционного управления для систем с линейными 

ограничениями на управление и субоптимального управления для произвольных систем 

на основе методов полиэдральной аппроксимации [18]. 

Однако в указанных выше работах все ограничения предполагаются 

геометрическими: управляющее воздействие ограничено по мощности на каждом шаге 

независимо от того, как управлялся объект до этого момента. Такой подход не позволяет 

учитывать общие ресурсные ограничения характерные для многих задач оптимального 

управления. Например, для задачи коррекции орбиты космического летательного 

аппарата [19–20], для которого принципиально невозможно произвести дозаправку. В 

данной работе предлагается распространить разработанный в [16–17] подход к решению 

задачи быстродействия на класс систем с суммарными ограничениями на управление. 

Для решения поставленной задачи используется аппарат множеств 0-управляемости 

[21–22], а также утверждения из выпуклого анализа [23] и функционального анализа 



6 
 

[24]. 

Структура статьи следующая. В разделе 2 производится постановка задачи. Раздел 

3 содержит критерий оптимальности процесса управления в задаче быстродействия, 

основанные на использовании класса множеств 0-управляемости. Условия 

оптимальности процесса в задаче быстродействия представлены в разделе 4. В разделе 5 

на основе разработанных теоретических результатов решается задача наискорейшей 

коррекции орбиты спутника, расположенного в окрестности круговой орбиты, при 

наличии ресурсных ограничений на управление. 

2. Постановка задачи и математическая модель 

В статье решается задача быстродействия для системы управления движением 

спутника. Предполагается, что космический аппарат находится в окрестности круговой 

орбиты, определяемой своим радиусом 
0
R , радиальной скоростью 

0R
V  и 

трансверсальной скоростью 
0T

V . Отклонения реальных значений параметров орбиты от 

теоретических являются функциями от времени t  и обозначены следующим образом: 

 
0

0

0

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

( ) ( ) .
R R R

T T T

R t R t R

V t V t V

V t V t V

  

Управление осуществляется двигателями малой тяги и описывается функцией от 

времени : [0; )U . Предполагается, что управляющее воздействие ( )U t  

направлено по касательной к траектории движения в каждый момент времени и является 

релейным, т.е. постоянным на фиксированных временных интервалах длины 0 : 
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 ( ) ( ) ,  [ ;( 1) ),  {0}.U t u k t k k k  (1) 

В предположении, что отклонения реальной траектории движения спутника от 

номинальной являются малыми, можно рассмотреть, предложенную в [20], 

линеаризованную математическую модель динамики космического аппарата: 

 

( ) ( ),

( ) ( ) 2 ( ),

( )( ) ( ) ( ).

R

R T

T R

R t V t

V t R t V t

V t t V t U t

 (2) 

Поскольку в силу (1) моменты смены режима управления являются 

фиксированными, то от дифференциальных уравнений (2), решив их явно, можно 

перейти к дискретной динамической системе, вектор состояния которой имеет вид 

( ) ( ( ), ( ), ( ))
R T

x k R k V k V k , {0}k . Также предположим, что на управление 

накладываются ресурсные ограничения, определяемые общим запасом топлива, а через 

0
( (0), (0), (0))

R T
x R V V  обозначен вектор начального состояния. Таким образом, 

исходная непрерывная система (2) оказывается эквивалентна следующей системе с 

дискретным временем: 

 

0
0

2 cos sin 2 2cos 2 sin 2

( 1) sin cos 2 sin ( ) 2 2cos ( ),

1 cos sin 1 2cos 2 sin

(0) ,  ( ) ,  {0},
r r

k

x k x k u k

x x u k k

 (3) 

где величина 0  определяет запас топлива, а параметр 1r  – энергоэффективность 

двигательной установки: чем больше значение r  тем меньше расходуется топлива при 

проведении коррекции. 
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Для системы (3) решается решается задача быстродействия, т.е. требуется 

перевести систему из заданного начального состояния 
0
x  в начало координат за 

минимальное число шагов 
min
K . 

Полученная в результате дискретизации математическая модель (3) может быть 

сведена к линейной системе с дискретным временем и суммарными ограничениями на 

управление ( , , , )A r : 

 
0

0

( 1) ( ) ( ), {0},

(0) ,  ( ( ), ) ,r r

k

x k Ax k u k k

x x u k
 (4) 

где ( ) nx k  – вектор состояния системы, ( ) nu k  – вектор управления, n nA  – 

матрица системы, (1; )r  и 0  – параметры, определяющие суммарное 

ограничение на управление, n  – выпуклое и компактное множество допустимых 

значений управлений. Предполагается, что det 0A  и 0 ri . Через ( , )x  для 

nx  и выпуклого n , содержащего 0 , обозначен функционал Минковского [24, 

разд. 3, пар. 2, гл. III]: 

 ( , ) inf{ 0 : }.x x   

Под ri  понимается относительная внутренность множества  – множество 

внутренних точек , если рассматривать данное множество как подмножество его 

аффинной оболочки [23, пар. 6, гл. II]. 

Замечание 1. Система управления движением спутника (3) является частным 

случаем системы ( , , , )A r  при 3n  и выборе A  и  следующим образом: 
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2 cos sin 2 2cos 2 sin 2

sin cos 2 sin , conv{ , }, 2 2 cos .

1 cos sin 1 2cos 2 sin

A b b b   

Решение задачи быстродействия для системы (4) состоит из двух этапов, первым 

из которых является вычисление 
min
K : 

 
1 1

min 0
0 0

min {0} : ( 1), ( ( ), ) .
K K

K k r r

k k

K K A x A u K k u k   

Второй этап заключается в построении процесса управления min* *

0 1
{ ( ), ( 1), }K

k
x k u k x , 

удовлетворяющего условию *

min
( ) 0x K . Такой процесс будем называть оптимальным. 

Для дальнейших рассуждений будем использовать аппарат нормальных конусов 

[23, пар. 2, гл. I] и опорных функций [23, пар. 4, гл. I], где для произвольного выпуклого 

и компактного n  и np  опорной функцией называется 

 ( , ) max( , ).
x

p p x   

Вектор \ {0}np  называется опорным к множеству n  в точке x , если

( , ) ( , ).p x p  И наоборот, точка * ( )x p  называется опорной, если \ {0}np  

является для нее опорным вектором. Под нормальным конусом ( , )x  понимается 

множество всех векторов, опорных к  в x : 

 ( , ) { \ {0} : ( , ) ( , )}.nx p p p x   

Будем также полагать, что для произвольной внутренней точки intx  нормальный 

конус представляет собой пустое множество: ( , )x . 
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3. Множества 0-управляемости 

Обозначим через 
, 0

{ ( )}
r K
K  класс множеств 0-управляемости системы 

( , , , )A r , где 
,
( )
r
K  представляет собой множество тех начальных состояний, из 

которых можно перевести систему (4) в начало координат за {0}K  шагов 

посредством выбора допустимого управления при суммарном ресурсе управления : 

 

1 1

0 0
0 0,

: ( 1), ( ( ), ) , ,
( )

{0}, 0.

K K
n K k r r

k kr

x A x A u K k u k K
K

K
 (5) 

Также будем полагать, что 
1,

( ) ( )
r r
K K . 

С учетом (5) величину 
min
K  можно определить следующим образом: 

 
min 0 ,

{ {0} : ( )}.
r

K K x K  (6) 

В силу (6) решение первого этапа задачи быстродействия сводится к последовательному 

построению множеств 0-управляемости и проверки принадлежности им начального 

состояния системы. 

Также условие разрешимости задачи быстродействия 
min
K  можно свести к 

включению 

 
0 , , ,

0

( ).
r r

K

x K   

Более подробно вопросы построения и оценивания предельных множеств 

0-управляемости 
, ,r

 рассматриваются в [21]. 

В [22] исследованы свойства множеств 0-управляемости (5). Приведем те из них, 
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которые необходимы для решения задачи быстродействия. Для этого введем для двух 

множеств , n  следующую операцию: 

 
1

, 0

( ).
r r

r
t s
t s

t s   

Будем называть данную операцию обобщенной суммой по Минковскому. 

Теорема 1 ([22, теоремы 1–3]). Пусть класс множеств 
, 0

{ ( )}
r K
K  

определяется согласно (5), det 0A , (1; ).r  Тогда для всех {0}K  и 

\ {0}np  

1. справедливо представление 

 1

,
( ) ( );K

r r r
K A A   

2. 
,
( )
r
K  выпуклое и компактное; 

3. верно соотношение для опорной функции 

 

( 1)/
/( 1)

,
1

( , ( )) ( ) , ;

r r
K r r

k
r

k

p K A p   

4. если  строго выпуклое, то 
,
( )
r
K  строго выпуклое, а для любого 

\ {0}np  верно выражение для опорной точки 

 
,

1/( 1)
*

* 1
( ) 1/

/( 1)

1

( ) , ( )
( ) .

( ) ,
r

K r
k k k

k
K r

K r r
k

k

A p A x A p
x p

A p

  

4. Критерий оптимальности в задаче быстродействия 
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Теорема 1, определяющая структуру и свойства множеств 0-управляемости, 

позволяет сформулировать условия оптимальности процесса управления по 

быстродействию для случая, когда  является строго выпуклым. 

Теорема 2. Пусть в системе (4) множество  строго выпукло, 

0 , min , min
( ) \ ( 1)
r r

x K K , наборы min*

0
{ ( )}K n

k
x k , min 1*

0
{ ( )}K n

k
u k , min

0
{ ( )} \ {0}K n

k
k  

определяются согласно рекуррентным соотношениям 

 

0

* * *

1

1/( 1)

*

0

min
*

0

0 0 min

0 , min

( 1) ( ) ( ),

( 1) ( ) ( ),

( ( 1), )
( ) argmax( ( 1), ),

( (0), ( ))

(0) ,

( , ( )) ,

(0) ( , ( )).

r

u
r

r

r

x k Ax k u k

k A k

k
u k k u

K

x x

x K

x K

  

Тогда 

1. процесс min* *

0 1
{ ( ), ( 1), }K

k
x k u k x  оптимален в задаче быстродействия для 

системы (4); 

2. если 
0
, то оптимальный процесс единственный. 

Доказательство. Заметим, что в силу строгой выпуклости  при фиксированном 

(0)  набор min 1*

0
{ ( )}K n

k
u k  определяется однозначно. А следовательно, однозначно 

определяется весь процесс min* *

0 1
{ ( ), ( 1), }K

k
x k u k x . 

Рассмотрим случай, когда 
0

. Из пункта 1 теоремы 1 и определения 

функционала Минковского следует, что 
0 , min

( , ( )) 1
r

x K  или 
0 , min

( )
r

x K . Тогда по 
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определению нормального конуса существует 

 
0 , min

(0) ( , ( )).
r

x K  (7) 

Учтем, что по построению ( ) ( ) (0)kk A . Из определения опорной точки и пунктов 3 

и 4 теоремы 1 получим 

 

min

, min
min

1/( 1)
*

* 1
0 ( ) 1/

/( 1)

1

( ) (0), ( ) (0)
( (0))

( ) (0),

r

K
r

k k k

k
K r

K
r r

k

k

A A x A
x x

A

  

 

min 1/( 1) *

1
1/( 1)

min

( ), ( )

(0), ( )

K
r k

k
r

r

k A x k

K
  

 
min min

1/( 1)

* *

1 1min

( ),
( ) ( 1),

(0), ( )

r
K K

k k

k kr

k
A x k A u k

K
  

 
min min

min min

1
* *

0 min
1 0

( 1) ( 1).
K K

K K k k

k k

A x A u k A u K k   

С другой стороны, 

 
min min

1/( 1)1 1
* *

0 0 min

( ( 1), )
( ( ), ) ( ( 1)),

( (0), ( ))

r
rK K

r

k k r

k
u k x k

K
  

 

min

min

/( 1)
/( 1)1

* 1
/( 1)

0 min min
1

( ) (0),
( ( 1), )

( ( 1)), ) .
( (0), ( )) ( (0), ( ))

K
r r

k
r rK

r
r r rk

r r
k r r

A
k

x k
K K

  

Таким образом, min 1*

0
{ ( )}K

k
u k  – допустимое управление, переводящее систему ( , , , )A r  в 

0  за min
K  шагов. 
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С учетом включения 
0 , min , min

( ) \ ( 1)
r r

x K K  и (6) получим, что данное 

управление также является и оптимальным. 

Рассмотрим вопросы единственности. По определению любое оптимальное 

управление min 1

0
{ ( )}K

k
u k  должно удовлетворять условиям 

 
min min 1

0
1 0

( 1),  ( ( ), ) .
K K

k r r

k k

x A u k u k   

С другой стороны, в силу (7) должно также выполняться условие максимума 

 
min min

, min
0 ( )

1 1

( ), ( 1) (0), ( 1) (0), max ( (0), )
r

K K
k

x K
k k

k u k A u k x x   

 
min min

1 1min min

0 0

1 1( ( ), ) ( ( ), )

max (0), ( 1) max ( ), ( 1) .
K K

r r r r

k k

K K
k

k ku k u k

A u k k u k   

Т.е. оптимальное управление должно быть точкой максимума ненулевого линейного 

функционала в пространстве minnK  на множестве 

 
min

min

1

min
0

(0) , , ( 1) : ( ( ), ) .
K

nK r r

k

u u K u k   

которое в силу строгой выпуклости  и условия 1r  также является строго 

выпуклым в minnK . Но согласно [16, лемма 3] такая точка максимума единствена и, как 

было продемонстрирована ранее, совпадает с min 1*

0
{ ( )}K

k
u k . 

В случае 
0

 управление min 1*

0
{ ( )}K

k
u k , как только что было 

продемонстрировано, является единственным оптимальным в задаче быстродействия 

для системы 
0

( , , , )A r . С другой стороны, в силу неравенства 
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min 1

*

0
0

( ( ), )
K

r r

k

u k  (8) 

данное управление также является допустимым, переводящим систему ( , , , )A r  в 0  за 

min
K  число шагов. Тогда в силу включения 

0 , min , min
( ) \ ( 1)
r r

x K K  и (6) оно 

оптимально. 

Теорема 2 позволяет решить задачу быстродействия для случая строго выпуклых 

суммарных ограничений на управление, что определяется строгой выпуклостью  и 

условием 1r . При этом параметры 0  и (0) , позволяющие однозначно разрешить 

условия принципа максимума, могут быть вычислены из описания множества  при 

помощи пункта 4 теоремы 1. 

5. Наискорейшая коррекция орбиты спутника 

Заметим, что построенная дискретная математическая модель (3) не 

удовлетворяет условиям теоремы 2, поскольку множество  представляет собой 

отрезок, т.е. не является строго выпуклым. Для решения данной проблемы утроим шаг 

квантования: 

 ( ) (3 ),  {0}.y k x k k   

Это приведет к эквивалентной дискретной системе 3 2( , , , )
r r

A A A r . При этом 

множество 2

0 r r
A A  в силу [21, теорема 1] является строго выпуклым для 

любого 1r . 

Представим численное решение задачи быстродействия для системы 3

0
( , , , )A r , 
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построенное на основе теоремы 2. Выберем 0.5 , 
0

(0,0,0.9)x , 1 и рассмотрим 

значения {2,4}r . 

Пусть 2r . В ходе расчетов были получены следующие значения: 

 
0 2 0 2

( , (3)) 1.4285,  ( , (4)) 0.9522.x x   

Отсюда с учетом определения функционала Минковского следует, что 

0 2 2
(4) \ (3)x , т.е. в силу (6) верно равенство 

min
4K  (это эквивалентно 

min
12K  

для исходной системы). Оптимальный процесс, построенный согласно теореме 2, 

представлен в таблице 1. 

Энергетические затраты при этом составляют 

 
min

1/2
1

* 2

0
0

( ( ), ) 0.9522.
K

k

u k   

Таблица 1. Оптимальный процесс в случае 2r  

k  0  1  2  3  4  
*

1
( )y k  0  1.2138  1.6277  0.4165  0  

*

2
( )y k  0  0.9981 0.5259  0.7056  0  

*

3
( )y k  0.9  0.8935  1.2597  0.0756  0  

*

1
( )u k  0.4588  0.0530  0.1499  0.2225   

*

2
( )u k  0.7973  0.0483  0.2673  0.4101   

*

3
( )u k  0.1208  0.0524  0.0684  0.0523   

Пусть 4r . В ходе расчетов были получены следующие значения: 

 
0 4 0 4

( , (2)) 1.5996,  ( , (3)) 0.9591.x x   

Отсюда с учетом определения функционала Минковского следует, что 
0 4 4

(3) \ (2)x , 

т.е. в силу (6) верно равенство 
min

3K  (это эквивалентно 
min

9K  для исходной 

системы). Оптимальный процесс, построенный согласно теореме 2, представлен в 
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таблице 2. 

Энергетические затраты при этом составляют 

 
min

1/4
1

* 4

0
0

( ( ), ) 0.9591.
K

k

u k   

Таблица 2. Оптимальный процесс в случае 4r  

k  0  1  2  3  
*

1
( )y k  0  0.9221 0.4763  0  

*

2
( )y k  0  0.4639  0.7026  0  

*

3
( )y k  0.9  1.0269  0.1629  0  

*

1
( )u k  0.7504  0.1427  0.1204   

*

2
( )u k  1.3315  0.3923  0.1120   

*

3
( )u k  0.2542  0.2732  0.0001   

Заметим, что расчеты в полной мере согласуются с предположениями о том, что 

более высокая энергоэффективность двигательных установок позволяет провести 

коррекцию за меньшее время. 

Матрица A  дискретной системы имеет следующие собственные значения: 
1

1, 

2,3
ei . Т.е. при любом шаге дискретизации 0  результирующая дискретная 

система будет полностью управляемой для 1r  в соответствии с [21, теорема 3]. 

6. Заключение 

Решена задача наискорейшей коррекции орбиты спутника, расположенного в 

окрестности круговой орбиты, при наличии ресурсных ограничений на релейное 

управление. В зависимости от энергоэффективности двигательной установки, 

используемой для коррекции, выбирается порядок суммарных ограничений в 

исследуемой дискретной системе управления. Для заданного начального состояния 
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вычислены оптимальные траектории для ограничений второго и четвертого порядка. 

Основным результатом работы являются сформулированные в виде теоремы 2 

условия оптимальности процесса управления по быстродействию. В случае 1r  

данные условия представлены в форме принципа максимума. Разрешение начальных 

условий сопряженной системы представляет определенную трудность, однако может 

быть осуществлено численно. 
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