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Аннотация. В работе решена задача синтеза параметров системы автоматического 

управления (САУ) с распределенными параметрами давлением в тормозной системе.  

В работе реализован переход от дифференциальных гиперболических уравнений в 

частных производных к обыкновенным дифференциальным уравнениям, который 

впервые применен к системам автоматического управления с распределенными 

параметрами. Также, алгоритм параметрического синтеза, известный обобщенный 

метод Галеркина, распространен на системы автоматического управления с 

распределенным параметрами, в частности САУ давлением в тормозной системе. 

Проведено сравнение работы систем, в случае, когда блок управления 

рассматривается как звено «чистого запаздывания», и, в случае, когда блок 

управления рассматривается как звено с распределенными параметрами. В ходе 

решения задачи синтеза определены параметры желаемого программного движения, 

невязка, уравнение динамики системы, исходя из известной структуры 

синтезируемой САУ. Из полученных значений варьируемых параметров регулятора 

и переходных процессов системы, следует вывод о том, что с применением 
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модифицированного обобщенного метода Галеркина (метода ортогональных 

проекций), математическая модель блока с распределенными параметрами дает 

возможность построения более точной математической модели системы. 

Ключевые слова: система автоматического управления, САУ с распределенными 

параметрами, метод разделения переменных (Фурье), дифференциальные уравнения 

в частных производных. 
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Abstract. Automatic control systems (ACS) with distributed parameters are a fairly large 

and widely used class of systems. The difficulty in researching and constructing 

mathematical models of such systems lies mainly in their features, namely, that they require 

taking into account two or more parameters. Hence the name - ACS with distributed 

parameters. This fact implies the description of a block with distributed parameters by a 
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partial differential equation. Many well-known methods of parametric synthesis, including 

the generalized Galerkin method, involve the use of ordinary differential equations, which 

makes it urgent to implement the transition from partial differential equations to ordinary 

differential equations. The paper implements the transition from hyperbolic partial 

differential equations to ordinary differential equations using the method of separation of 

variables (Fourier method), which was first applied to automatic control systems with 

distributed parameters. Also, the algorithm of parametric synthesis, the well-known 

generalized Galerkin method, is extended to automatic control systems with distributed 

parameters, in particular to ACS pressure in the braking system. It is noted in the work that 

earlier automatic control systems with distributed parameters were synthesized as systems 

with a delay. A comparison of the operation of the systems is carried out in the case when 

the control unit is considered as a link of "pure delay", and in the case when the control unit 

is considered as a link with distributed parameters. In the course of solving the synthesis 

problem, the parameters of the desired program motion, the discrepancy, and the equation 

of system dynamics are determined based on the known structure of the synthesized ACS. 

From the obtained values of the variable parameters of the regulator and the transients of 

the system, it follows that using the modified generalized Galerkin method (orthogonal 

projection method), the mathematical model of the block with distributed parameters makes 

it possible to build a more accurate mathematical model of the control system. 
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Введение 

В настоящее время САУ с распределенными параметрами являются основой 

всех технологических процессов, в том числе в авиационной промышленности. 

Рассматриваемый класс систем всегда учитывает несколько параметров при 

построении математической модели системы. Данное обстоятельство накладывает 

определенные сложности на решение задачи параметрического синтеза, в виду того, 

что многие методы синтеза подразумевают использование обыкновенных 

дифференциальных уравнений [1-5].  

Автоматизированные системы управления с распределенными параметрами 

обычно считаются системами с задержками, которые в некоторых случаях 

допустимы, но снижают точность получаемых характеристик системы. С целью 

повышения точности построения математической модели в работе впервые 

предложена возможность перехода в САУ с распределенными параметрами от 

дифференциальных уравнений в частных производных к обыкновенным 

дифференциальным уравнениям, что позволяет использовать достаточно широко 

известный метод параметрического синтеза - обобщенный метод Галеркина (метод 

ортогональных проекций) [6-8]. 

Описание объекта исследования 

Используя модель системы управления давлением из [9-10], содержащую 

трубопроводную линию, состоящую из двух отрезков. Модель системы является 

распределенной в следствии наличия нескольких отрезков в трубопроводной линии.  

На рисунке 1 представлена модель исполнительного элемента системы 

управления давлением в тормозной системе.  
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Рисунок 1 – Функциональная схема имитационной модели исполнительного 

элемента 

Схема состоит из модели управляющей части гидравлической части А1, А2, 

включающая в себя модели наполнения тормоза А1, модели переходных процессов в 

следящей системе и гидроусилителя А2, модели запаздывания А3, включающие в себя 

общее «чистое» запаздывание в системе и модели тормоза А4, А5, А6 – модели 

зависимости коэффициента тормоза от скорости колеса и модели гистерезиса.  

Рассмотрим структурную схему исполнительной части САУ торможения колес 

(рисунок 2), 

 

Рисунок 2 – Структурная схема исполнительной части САУ торможения колес  

где в блоке K происходит усиление сигнала рассогласования. Уравнение блока Ki 

записывается следующим образом: 

,выхU K U   

где ΔU – сигнал рассогласования, Uвых – выходной сигнал блока, K – коэффициент 

усиления. Необходимо отметить, что Uвых имеет ограничение равное 10 В. 
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Блок W1 – служит для преобразования усиленного сигнала рассогласования в 

постоянный ток обмоток управления гидроусилителем. Тогда  

1

( )
( ) ,

( ) 1

гу

y

I p K
W p

U T p
 

 
  

где Iгу – ток обмоток управления гидроусилителя, Ty – постоянная времени 

преобразователя сигнала рассогласования в ток обмотки управления 

гидроусилителем: 

,y

L
T

R
   

L – индуктивность обмоток управления гидроусилителя, R – сопротивление контура, 

по которому протекает ток, R=Ru+Rупр, Ru – сопротивление источника сигнала 

рассогласования, Rупр – сопротивление обмоток управления гидроусилителем.  

Блок W2 служит для преобразования тока обмоток гидроусилителя в отклонение 

заслонки электромагнитной головки гидроусилителя. Магнитодвижущие силы 

подмагничивания Eпп и управления Eупр суммируясь в рабочих зазорах, создают 

движущее усилие на якоре электромагнита. При перемещении якоря тяговое усилие 

уравновешивается упругими силами пружины. При этом якорь и заслонка 

отклоняются на величину пропорциональную току управления: 

H=RhIгу,  

где h – перемещение якоря, приведенное к оси сопел; 
гу

h
Rh

I


 


коэффициент 

пропорциональности, зависящий от параметров магнитной системы, числа витков 

обмотки гидроусилителя и жесткости упругого элемента.  

Блок W2 описывается передаточной функцией электромагнитной головки, 

которая записывается в виде колебательного звена: 

2
2 2 2

2 2 2

( )
( ) ,

( ) 1гу

h p R
W s

I p T p T p
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где 2

2

m
T

c
 электромеханическая постоянная времени; 2

22

B

с
  коэффициент 

относительного демпфирования; R2=Rh – коэффициент передачи. 

Блок W3 обеспечивает преобразование движения заслонки электромагнитной 

головки усилителя в движение золотника гидроусилителя. В рассматриваемом 

примере гидроусилитель является статическим, то есть золотник гидроусилителя 

дополнен специальными пружинами. Для линеаризации и упрощения движения 

статического гидроусилителя, используем следующие условные утверждения: масса, 

сухое и вязкое трение золотника минимальны и ими можно пренебречь. 

Передаточная функция гидроусилителя от перемещения к перемещению 

золотника представим в виде: 

3

( )
( ) ( ) ,

( ) 1

гу

xh

гу

Rx p
W p W p

h p T p
  


 

 

где гу ph xy

x
R R R

h


  


коэффициент передачи гидроусилителя, L1 и L2 входят в состав 

трубопровода, описание которого будет представлено ниже.  

В тормозе давление Pт в полости тормоза преобразуется в перемещение и 

сжатие тормозных дисков, в результате чего возникает момент, при движении колес 

по поверхности. 

Запишем уравнение кинетической энергии системы: 

 2 2

1 1 2 2

1
.

2
T m x m x   

 

В системе датчик обратной связи (ДОС) предназначен для преобразования 

давления обратной связи в электрический сигнал Uос постоянного тока, через который 

и замыкается система торможения колес. 

Запишем передаточную функцию ДОС: 

( ) ,
( 1)

дос

k
W p

Tp



  

где T – const времени фильтра Ф, K – коэффициент усиления фильтра. 

Постоянную времени фильтра найдем как: 
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,  .осR
T R C K

R
    

 

 

Трубопровод 

В рассматриваемой задаче длина трубопроводной линии состоит из двух частей 

(L1 и L2), и общая длина линии составляет примерно 8 м. Соответственно трубопровод 

необходим рассматривать, как элемент с распределенными параметрами. 

Мгновенные отклонения давления и скорости среды (жидкости), а также скорость 

распространения возмущения по линии зависят от свойств среды, жесткости стенок и 

гидравлического сопротивления линии. Перечисленные факторы находят отражение 

в операторном коэффициенте распространения. Он является важной величиной, 

характеризующей динамические особенности линии с распределенными 

параметрами, и определяется по формуле: 

0

0

2 ( )
( ) .

тр

p W v p
V p p

B r



 

   
 

 (1) 

Знак в формуле принимается положительный, если возмущение 

распространяется в положительном направлении. Для волны, распространяющейся в 

отрицательном направлении, берется знак «минус»: 

0

,
2

1
тр

cm

В
В

r B

E





 
 

B – модуль объемной упругости жидкости, r0 – радиус проходного сечения трубы, Ecm 

– модуль упругости стенок трубы, δ – толщина стенок трубопровода, ρ0 – плотность 

жидкости. 

Передаточная функция для касательного напряжения на стенке трубы: 

1 0

2 0

( ) ,v

p
j pj jr

v
W p

p p
j jr

v v
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где j1 – функция Бесселя первого рода, первого порядка; j2 – функция Бесселя второго 

рода, второго порядка; v – кинематическая вязкость жидкости; p – переменная в 

преобразовании Лапласа; j – мнимая единица; ρ – плотность среды. 

Операторный коэффициент распространения непосредственно связан с 

операторным волновым сопротивлением  

( )
( ) .B

тр

pZ p
v p

B
  (2) 

При определении частотных характеристик линии вместо p подставляется jω. В 

этом случае коэффициент распространения принимает комплексную форму  

 3
( ) .

ф
v j j      (3) 

Входящие в это соотношение величины δ3 и εф называют соответственно 

коэффициентом затухания и коэффициентом фазы. Коэффициент затухания 

характеризует уменьшение по длине амплитуды давления или амплитуды скорости 

среды в волне возмущения, распространяющегося по линии с фазовой скоростью Cn: 

,
n

C



   

где ω – круговая частота, 

2 2

3 0 02 2

1 2 1 2

1 1
1 1 ,  1 1 ,

2 2
ф

K K

K K K K
   

   
        

   
  

где 0

0
,

тр
B


   K1 и K2 – коэффициенты.  

Для определения комплексного волнового сопротивления линии ZВ(jω) 

подставим ρ=jω в формулу (2) и приравняем полученное выражение к 

положительному значению комплексного коэффициента распространения (3). 

Исключив затем с помощью формулы величины δ3 и εф, после алгебраических 

преобразований найдем: 

0

2

1 1

( ) ,
B B

K j
Z j Z

K K
     



10 
 

где 
0 0B тр

Z B волновое сопротивление невязкой среды.  

Если гидравлическое сопротивление принимать квазистационарным и не 

учитывать неравномерность распределения скоростей, как это сделано в [11], то 

0

1 2
.

8

r
K K

v

 
    

Для безразмерной величины    можно записать: 

00

3 2

0

4
,  ,a

ф

тр тр

v

r B B





  
  

 
   (4) 

где χa, χρβ – коэффициенты, 

0 0.4,  1.
4 2

a

r

v



  

 
 

 
  

Соотношение (4) указывает на увеличение коэффициента затухания с 

увеличением коррективы χa и с уменьшением корректив χρβ. 

Такое изменение этих корректив соответствует увеличению безразмерной 

частоты, и, следовательно, высокочастотные колебания должны затухать по длине 

линии интенсивнее, чем низкочастотные.  

При 300   корректив χa можно вычислить: 

0 ,
4 2

a

r

v




 
  
 

  

здесь корректив 1.


    

Тогда 

0 2

0

2
( ) 1 .

B B

v
Z j Z j

r



    

Динамические характеристики однородной линии круглого сечения с упругими 

стенками при движении вязкой сжимаемой среды можно определить с помощью 

следующих выражений: 

0

0

2 ( ) ( )
( ) ,

W v p d p
p V p

r d

 




 
   

 
 (5) 
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( )
( ).

тр

dV p
B p p

d



   (6) 

Решение данной системы уравнений позволяет найти для выбранного сечения 

линии мгновенные отклонения от установившихся значений средних по сечению 

давления и скорости среды. Каждая из этих величин будет представлять собой сумму 

одноименных с ней величин, определяемых во фронте возмущения, 

распространяющегося по линии в прямом и в обратном направлениях. Как уже 

указывалось выше, мгновенные отклонения давления и скорости среды, а также 

скорость распространения возмущения по линии зависят от свойств среды, жесткости 

стенок и гидравлического сопротивления линии.  

Продифференцировав уравнение (5) по x, исключив затем с помощью 

уравнения (6) производную 
( )dV p

dx
 и применив соотношение (1), получим: 

2

2

2

( )
( ) ( ) 0.

p
V p p

x





 


  

Это уравнение имеет решение: 

( ) ( )

1 2
( , ) .V p x V p xp x C e C e     

Постоянные интегрирования С1 и С2 определяются граничными условиями. 

Пусть при x=0: 

1
( , ) ( ,0),p x p   (7) 

2

1

( )( , )
( ,0).

тр
V p Bp x

V p
x p


 


  

При граничных условиях: 

1 1

1 1 2 1

( ) ( )( ,0) ( ,0)
( ,0),  ( ,0).

2 2 2 2

тр тр
V p B V p Bp p

С V p С V p
s p

 
      

После постановки С1 и С2 в уравнение (7) имеем: 

   ( ) ( ) ( ) ( )1

1

( )( ,0)
( , ) ( ,0)

2 2

трV p x V p x V p x V p x
V p Bp

p x e e V p e e
p


        

или введением гиперболических функций в виде: 
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   1 1

( )
( , ) ( ,0) ( ) ( ,0) ( ) .

V p Bтр
p x p ch V p x V p sh V p x

s
    (8) 

Решив систему уравнений (5) и (6) относительно V(p,x) получим: 

   1 1
( , ) ( ,0) ( ) ( ,0) ( ) .

( )
тр

p
V p x V p ch V p x p sh V p x

V p B
   (9) 

Примем длину линии равной L и обозначим по Лапласу давление и скорость 

среды в концевом сечении линии x=L соответственно ρ2(p, L) и V2(p, L). Тогда при x=L 

уравнения (8) и (9) примут вид: 

   2 1 1

( )
( , ) ( ,0) ( ) ( ,0) ( ) ,

тр
V p B

p L p ch V p L V p sh V p L
p

    (10) 

   2 1 1
( , ) ( ,0) ( ) ( ,0) ( ) .

( )
тр

p
V p L V p ch V p L p sh V p L

V p B
   (11) 

При согласованной нагрузке от конца линии не отражаются волны возмущений, 

распространяющихся по линии, так как подключенное устройство пропускает точно 

тот расход среды, который переносится прямой волной. Вследствие этого на 

нагруженном конце линии не меняется скорость движения среды, и, следовательно, 

не меняется давление в концевом сечении.  

Частотные характеристики линии с согласованной нагрузкой можно найти по 

передаточной функции, представляющей собой отношение изображений по Лапласу 

давлений в выходном и входном сечениях. Исключив из уравнений (10) и (11) 

величины V1(p,0), V2(p,0) и выключив обычно применяемые при определении 

передаточных функций, заменив гиперболические функции экспоненциальными, 

получим: 

( )2

1

( , )
.

( ,0)

V p Lp L
e

p





  (12) 

При p=jω и используя уравнение (3), которое учитывает комплексную форму 

коэффициента распространения передаточная функция (12) превращается в 

амплитудно-фазовую частотную функцию: 
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 32

1

( , )
.

( ,0)

фj Lj L
e

j

  

 

 

   

Если учесть выражение (3), то 

32

2

( , )
,

( ,0)
n

L
j

L Cj L
e e

j


 

 




   

где 
n

L

C
время распространения волны возмущения от входного сечения линии. 

Фазу линии φп можно вычислить по формуле: 

.
п

n

L

C





   

Если пренебречь вязкостью рабочей среды, то коэффициент затухания δ3 

обратится в ноль и амплитудно-фазовая частотная характеристика линии будет такой, 

как у звена чистого запаздывания, то есть амплитуда не будет зависеть от частоты. 

Можно пренебречь уменьшением амплитуды при увеличении частоты. При 

несогласованной нагрузке на частотные характеристики линии существенно влияют 

концевые сопротивления (концевые импедансы).  

Рассмотрим схему соединения сопротивлений гидравлической линии (рисунок 

3), где Z1(p) входное сопротивление линии в сечении 1-1. P1 и Q1 давления и расход в 

этом же сечении. Z2(p) выходное сопротивление линии в сечении 2-2. P2 и Q2 давление 

и расход в концевом сечении. 

 

Рисунок 3 – Схема соединений сопротивлений гидравлической линии 

Амплитудно-фазовую частотную характеристику линии с несогласованной 

нагрузкой при известном концевом комплексном сопротивлении Z2(jω) можно найти 

следующим образом: 
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2

1

2

( , ) 1
,

' ( )( ,0)

( )
B

j L

Z jj
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Z j

 

     




  

 
(13) 

где  

   

   

1

'

'

2

1

'

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ,

( )
( ) ( )

( )

B

B

B

Z j
ch V j L sh V j L

Z j
Z j Z j

Z j
ch V j L sh V j L

Z j
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1
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'

( )
( ) ( )
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B

B

B

Z j
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Z j
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Z j
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По аналогии с электрическими линиями представим комплексное 

сопротивление в виде: 

2
( ) ,

ак рк
Z j R jR    (15) 

где Rак и Rрк – соответственно активное и реактивное сопротивления нагрузки.  

Комплексное волновое сопротивление линии 
' ( )
B

Z j  с помощью (2), (3) и (14) 

запишется: 

'

2

0

( ) ( ).
тр

B

B
Z j i

r
  

 
    

Тогда можно записать: 

'

2

( )
,

( )

B
Z j

M jN
r j




    

где  

 
 

 
 

3 3

2 2 2 2 2 2

0 0

,  .
тр ак ф рк тр рк ф ан

ак рк ак рк

B R R B R R
M N

r R R r R R
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Заменим в уравнении (13) отношение 

'

2

( )

( )

B
Z j

Z j




 его комплексным значением и 

применив формулу преобразования гиперболических и тригонометрических 

функций, получим: 

2

1 1 1

( , ) 2
,

( , )

j L

j L M jN

 

 



 (15) 

   

 

3 3

3 3

1
1 1 cos

sin ,

L L

ф

L L

ф

M M e M e L

N e e L

 

 









      

 
 (16) 

     3 3 3 3

1
1 1 sin cos .

L L L L

ф ф
N M e M e L N e e L

     
         

Амплитудную Ap2p1(ω) и фазовую φp2p1(ω) частотные характеристики находим 

по зависимости (15) в обычном виде: 

2 1 2 2

1 1

2
( ) ,Ap p

M N
 


 (17) 

1

2 1

1

( ) .
N

p p arctg
M

 
 

   
 

 (18) 

Величины M1 и N1, входящие в амплитудную (17) и фазовую (18) частотные 

характеристики, являются, как показывает (16) функциями частоты колебаний, 

параметров линии и нагрузки. Для того, чтобы определить амплитуду и фазу давления 

обратной связи необходимо вместо L в формулах (16) поставить величину линии L1, 

а результат M1 и N1 подставить в выражение (17) и (18). 

Для определения амплитуды и фазы давления на входе в тормоз Pт следует 

проделать те же операции, но вместо L1 подставить L1+L2.  

Для сравнения полученных переходных процессов, реализуем переход от 

дифференциальных гиперболических уравнений в частных производных к 

обыкновенным дифференциальным уравнениям с помощью программы для ЭВМ 

[12], с помощью метода разделения переменных (Фурье) получим матрицы 

пространства состояний A, B и С объекта управления.  

Необходимо в двумерной области: 
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 2( , ) : 0 ,0 1 ,D x t x t        

решить дифференциальное уравнение в частных производных следующего вида: 

2 2

12 2

u u
c

t x

 


 
  

или 

2 2

1 22 2
( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ).

d d d d
U x t U K x t U K x t U

dt dt dx dx

x t U g x t





     

  

  

с учетом граничных условий: (0, ) 1,  ( , ) 2,u t u t  или 

0 1 2 0 1 2
( , ) ( , ) ( ),  ( , ) ( , ) ( ).

d d
a U a t a U a t a t b U b t b U b t b t

dx dx
          

В случае, если значения функций γ, K1, K2, β, g, a2, b2 не зависят от значения 

времени t. Необходимо задать γ(x), K1(x), (K1>0), K2 (x), β(x), g(x), f(x), φ(x) и 

численные значения параметров: 

1 2 3 4 1 1 1

0 1 2 2 0 1 2 3

1, 1, 2, 1, ( ) 0, ( ) , ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0,

0, , 1, 0, , 1, 0, , ( ) 0,

c c c c x K x c K x x g x

a b a a a c b b b c x

 

 

        

        
 

и функцию: 

2

2 3 2 4

4 2
( ) .

c c c b
f x c x x c

b

  
      

Например, для наглядности введем конечный момент времени, до которого 

необходимо провести исследование: T=1 с. 

Следующим этапом алгоритма является получение точного решения U(x, t), 

используя разложение функции в ряд Фурье. Если β(x)=0, γ(x)=0, g(x)=0, K2(x)=0, 

K1(x)=c1=const, то используя метод разделения переменных [13] получим следующее 

уравнение: 

0

1 1

1

( , ) ( )

cos sin sin .
M

k k

k

U x t U x

A k c t B k c t k x
b a b a b a
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Зададим количество слагаемых, которые обеспечивают точность решения в 

относительных единицах, при M=18 точность составляет 0.001, для наглядности 

возьмем значение, превышающее данный параметр, например: M=30. 

При 1 1
0, 0a b   функция примет следующий вид: 

0 2 2 0 2 0 0 2

0

0 0 0 0

( )
( ) .

( ) ( )

b a b b a a b a b a x
U x

a b b a a b b a

        
 

     
  

Далее необходимо вычислить значения коэффициентов: 

 2 1 0

2
( ) ( ) sin ,

b

i

a

i x
A f x U x dx

b a b a




  
     

  
   

 2 1 0

2
( ) ( ) sin .

b

i

a

i x
B x U x dx

i b a







  
     

  
   

В этом случае получим точное решение U(x, t) вида: 

0

2 1 1 2 1 1

1

( , ) ( )

cos sin sin .
M

k k

k

UT x t U x

A k c t B k c t k x
b a b a b a

  
 



 

      
                  

        


  

Далее необходимо задать порядок приближенного решения вида: 

1

(0, ) ( , ) ( , ),
n

n

k

U V x V k x H k t


    

которое представляет собой количество решений n=4, при k=1…n, система 

приближенных решений: 

0
( , ) ( ) ( ).kV k x x a x b      

Далее необходимо нормировать их при i=1…n, с помощью нормировочных 

коэффициентов: 

 
2

1 0
( , ) .

b

i

a

VV V i x dx

    

После чего получаем нормированные приближенные решения: 

 2 0 0 20 0 2 2 0

1 0 0 0 0

( , )
( , ) 0, , .

( ) ( )k

b a b a xV k x b a b b a a
V k x k

VV a b b a a b b a
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Далее определим значения первых двух производных нормированного 

приближенного решения: 

1

2 0 0 2
1

1 0 0

( ) ( ) ( )
( , ) 0, , ,

( )

k k

k

x a x b k x a b a b a
V k x k

VV a b b a





         
  

   
  

2

2

1 1

2 ( ) ( ) ( 1) ( ) 2
( , ) 0 1, , ,0 .

k k

k k

k x a x b k k x a
V k x k k

VV VV



 

           
    

  
  

Далее введем систему приближенных функций ( , ) ( , ).W k x V k x  Зададим 

дифференциальное уравнение в матричном виде: 

2

2
,

d d
A H M H C H B

dt dt
        

для нахождения функции ( )kH t  при нулевых начальных условиях: 

1 1(0) , (0) ,
d

A H D A H N
dt

      

при i=1…n, j=1…n: 

1, 1 ( , ) ( , ) ,

b

i j

a

A V j x W i x dx      

1, 1 ( ) ( , ) ( , ) ,

b

i j

a

M x V j x W i x dx        

1, 1 1 2 2 1( ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ,

b

i j

a

C K x V j x K x V j x x W i x dx          

 1 1 2 2 1( ( ) (0, ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ( )

( , ) ,

b

i

a

В K x V x K x V x x V x g x

W i x dx

        




  

 1 1 ( ) (0, ) ( , ) ,

b

i

a

D f x V x W i x dx      

1 1 ( ) ( , ) .

b

i

a

N x W i x dx     

Зададим матричную систему дифференциальных уравнений в виде: 
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2

1 1 12
,

d d
H M H C H B

dt dt
       

при нулевых начальных условиях: 

2 2(0) , (0) ,
d

H D H N
dt

    

тогда 
1 1 1 1 1

1 1 1 2 1 2 1, , , , .M A M C A C B A B D A D N A N               

Запишем в стандартном виде систему дифференциальных уравнений: 

,
d

H AA H BB
dt

     

при начальных условиях в матричном виде: 

2 2 1 2 1

1, 1 1, 1 1 1, 1 1, 1 1 1, 1

1 1 1

(0) ,  ,

0, , ,

,  0.

n i i

i j n i n j i j n i j i j

n i i i

H D D N

AA AA M AA C

BB B BB

  

            

   

 

  

 

  

Далее необходимо найти значения коэффициентов матричной системы 

дифференциальных уравнений: 

,
dH

AA H BB
dt

     

при 

2
,

( , ) .

H

D A

D

t H A H BB  


  

Получим значения коэффициентов методом Рунге-Кутта Y= (H,0,T,100,D) при 

k=1…n, тогда 

100,

13 13

13 12

0,761 2,837 7,582 7,048 9,878

2,39 4,549 26,749 28,254 48,398
, ,

1,543 2,937 36,102 47,418 88,611

4,483 10 3,411 10 18,479 28,628 53,498

3,194 9,095 10 1,819 10 9,0

k
Y AA

H

 

 

   
   

  
    
    
   
        

     1395 10 .

 

Тогда решение примет вид: 

13

0 1 2 3 4
( ,1) ( ) 0,761 ( ) 2,39 ( ) 1,543 ( ) 4,483 10 ( ).U x U x U x U x U x U x       

Приближенное решение при n=4 и t=T принимает вид: 
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100,
1

( ) (0, ) ( , ) .
n

k
k

U x V x V k x Y


     

Получим первое значение системы уравнений приближенных 

тригонометрических функций ε11, заданных ( ) ( )UT x U x  на отрезке [a,b]: ε11=0,019. 

Найдем предыдущее решение функции U(x) при n=4: 

1

100,
1

( ) (0, ) ( , ) ,
n

k
k

UP x V x V k x YP




     

получим решение: ε21=0,032. 

Далее найдем невязку, полученного приближенного решения: 

 

 

 

1 1 1, 1 100, 1 1, 1 100, 1 1

1 1

1 1, 1 100,

1

1 2 2 1

1

100, 1 2 2

( ) ( , )

( ) ( , )

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

( ) (0, ) (

n n

k z n z k z n z k

k z

n n

k z n z

k z

n

k

k

R x V k x M Y C Y B

x V k x M Y

K x V k x K x V k x x V k x

Y K x V x K x





      

 

  

 



  
       

  

 
    

 

      

   

 

 



 1) (0, ) ( ) (0, ) ( )V x x V x g x   

  

и определим значение: 
6

31
3,545 10 .    

Определим невязки 2 3
( ), ( ) :R x R x  

2 2 1 3
1

2 1
1

( ) (0, ) ( ) ( , ),  ( )

( ) ( , ),

n

k
k

n

k
k

R x V x f x D V k x R x

x N V k x







    

   




  

тогда 
11

41 51
3,887 10 ,  0.     

Далее аналогичным методом, с помощью программы для ЭВМ [12], для 

примера найдем значения трех таких приближенных решений: 

6 11

11 21 31 41 51

14

12 22 32 42 52

12 3

13 23 33 43 53

0,019, 0,032, 3,545 10 , 3,887 10 , 0,

0,025, 0,053, 1,341, 4,263 10 , 0,

20,237, 14,152, 1,137 10 , 4,852 10 , 0.

    

    

    





 

      

     

      

 

Откуда следует вывод о том, что первая система приближенных и проверочных 

тригонометрических функций имеет наименьшие значения, а значит решение 

полученного дифференциального уравнения является наиболее точным.  
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Синтез параметров оператора управления обобщенным методом Галеркина 

Поскольку решение удовлетворяет заданным параметрам, используем 

полученные матрицы пространства состояний A, B, C для нахождения передаточной 

функции системы автоматического управления с распределенными параметрами. 

Зададим матрицы: 

100,

13 13

13

2,837 7,582 7,048 9,878 0,761

4,549 26,749 28,254 48,398 2,39
, ,

2,937 36,102 47,418 88,611 1,543

3,411 10 18,479 28,628 53,498 4,483 10

3,194 9,095 10 1,819 10

kAA A Y B

H C

 

 

   
  

        
   
  

        

     12 139,095 10 . 

 

Найдем передаточную функцию объекта управления с распределенными 

параметрами, заданную матрицами: 

 ( ) 3,194 9,095 10 1,819 10 9,095 10

2,837 7,582 7,048 9,8780 0 0

4,549 26,749 28,254 48,3980 0 0

2,937 36,102 47,418 88,6110 0 0

0 0 0 3,411 10 18,479 28,628 53,498

1 13 12 13

13

W p C pI A B

p

p

p

p

 
          

 
      

 
 
      

   



0,761

2,39

1,543

4,483 10

3,194 9,095 10 1,819 10 9,095 10

2,837 7,582 7,048 9.,78

4,549 26,749 28,254 48,398

2,937 36,102 47,418 88,611

3,41

1

13

13 12 13

p

p

p
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Таким образом получим передаточную функцию звена с распределенными 

параметрами: 

3 2

п 4 3 2р

0,15 6,7 79,3 214.3

0
.

,
( )

,06 2,2 23 34 77,5 56,3
W

p p p

p p p p
p

  




  
 

Переходя к задаче синтеза технических систем обобщенным методом 

Галеркина, которая предполагает известную структуру и параметры синтезируемой 
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САУ. Структура регулятора системы управления задается в общем виде и 

определяется из условия приближенного обеспечения заданных показателей качества 

работы системы в переходном режиме (Tп.п. – время переходного процесса, σ – 

перерегулирование (выброс), μ – колебательность).  

Используя схему на рисунке 2 рассмотрим объект управления как блок с 

распределенными параметрами, как показано на рисунке 4. 

 

 

Рисунок 4– Структурная схема исполнительной части САУ торможением колес 

В схеме использованы следующие параметры: 

1 2 32 2

1 1 0,007 0,047
, , , ,

21,5 0,005 1 0,005 20,075 0
 

,05 1 0,002 1
 

5
K W W W

p p p p
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0,025

.
0,01 1

дос
W
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Уравнение движения, описывающее динамику представленной системы 

управления, имеет следующий вид: 

 ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ,k k k kQ c D x t f c D x t f t S c D f c D     

Исходя из заданных показателей качества работы САУ в переходном режиме в 

соответствии с рекомендациями, изложенными в [8], были определены параметры 

желаемого программного движения вида: 

0

1 0
( ) cos( ) 1( ),t

y
x t x H e t t         

где 
1 0

0,023; 0,023; 3; 23 / ; 0,654 рад.
y

x H рад c        
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Подставим в уравнение движения желаемое программное движение и образуем 

невязку: 

   0 0, ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) .k k k k kc t Q c D x t f c D x t f t S c D f c D       

Запишем алгебраическое уравнение: 

 

0 0

0 0

0

( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )

( ) ( , ) ( , ) ( ) 0,

k q k q

k k q

Q c D x t t dt f c D x t t dt

f t S c D f c D t dt

 



 



  

   

 



  

при , 1,2,... .k q m  

Система управления описывается относительно координаты выхода 

следующим дифференциальным уравнением: 

   

  

   2

2 2

4 3 2

3 2 3
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0,01

.

0,06 2,2 23,34 77,5 56,3
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1 ( )

0,0077 ( 0,0077 (4 3 ),

p p p p

p p p

p p p p

p x

tp f tp p

t

x

   



     



   

     

 

В ходе реализации синтеза параметров оператора управления обобщенным 

методом Галеркина необходимо обеспечить в системе перерегулирование на уровне 

σ≤17% при f(t)=1(t) переходном процессе, времени затухания Tп.п.≤1 сек и выполнять 

требования устойчивости [13-19]. 

Переходные процессы, полученные в результате работе схем (рисунки 2 и 4) 

показаны на рисунке 5, где процесс «1» - желаемое программное движение, процесс 

«2» получен по результатам работы системы, когда блок трубопровода исследован 

как звено с распределенными параметрами, процесс «3» получен по результатам 

работы системы, когда блок трубопровода исследован как звено «чистого 

запаздывания». 
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Рисунок 5 – График переходных процессов 

Полученные графики переходных процессов показывают, что эквивалентная 

передаточная функция, полученная в результате реализации перехода от 

дифференциального гиперболического уравнения в частных производных к 

обыкновенному дифференциальному уравнению, приближенно обеспечивает 

заданные показатели качества работы САУ в переходном режиме [20-26]. 
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