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Аннотация. Целью исследования является описание особенностей программного 

моделирования корреляционных связей при имитации малых выборок на 

компьютере. Классический показатель Хёрста широко используется на практике, так 

как позволяет оценивать фрактальные составляющие модели биометрических 

данных. Подобные модели могут использоваться при построении систем 
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идентификации по биометрическим данным, например, в биометрических системах 

аэропорта для повышения безопасности и ускорения процесса прохождения контроля 

пассажирами. Конечно, необходимость сбора, обработки и хранения большого 

количества биометрической информации заставляет исследователей искать 

возможности сокращения объема данных выборок. Также показатель Хёрста находит 

широкое применение и в моделях, описывающих колебания цен на рынке, при этом 

он обычно используется для ретроспективного анализа рынка, так как требует 

больших выборок исходных данных. Сократить объем выборки возможно, если 

воспользоваться моделью не стационарности вариации цен рынка и биометрических 

данных. В работе показано, что показатель взвешивания суммируемых данных не 

зависит от объема воспроизводимой при численных выборки экспериментах данных 

в широком пределе. Дана функциональная связь математического ожидания 

коэффициента корреляции сцепленности данных внутри искусственных малых 

выборок объемом от 13 до 35 опытов. Оценена ошибка гипотезы стабильности 

показателя корреляционного связывания данных двух независимых программных 

генераторов. 

Ключевые слова: коэффициент корреляции, малые выборки, статистический 

критерий Хёрста, связывание суммированием данных двух программных генераторов 

псевдослучайных чисел 
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воспроизведение корреляционных связей в малых выборках при статистическом 

анализе биометрических данных и данных рынка в пространстве значений 
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эмпирического показателя Хёрста // Труды МАИ. 2024. № 137. URL: 

https://trudymai.ru/published.php?ID=181892 
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Abstract. The purpose of the study consists in describing the software modeling of 

correlations specifics when simulating small samplings with a computer. The classic Hurst 

indicator is widely used in practice, as it allows evaluating the fractal components of the 

biometric data model. The alike models may be used in the identification systems 

elaboration based on biometric data, such as airport biometric systems to increase security 

and speed up the process of passenger control. No doubt, the need for collecting, processing 

and storing a large amount of biometric information forces researchers to search for the 

ways for the data volume reducing of the samplings. The Hurst indicator is widely used as 

well in the models describing price fluctuations on the market. It is usually employed 
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herewith for retrospective market analysis, since it requires large samplings of initial data. 

It is possible to reduce the sampling volume by employing the model of the market prices 

variation nonstationarity and biometric data. The article demonstrates that the weighting 

index of the summarized data does not depend on the volume of the reproduced computed 

sampling of experimental data over wide range. The author presents a functional relationship 

of the mathematical expectation of the correlation coefficient of data cohesion within 

artificial small samplings of the volume of 13 to 35 experiments. The error of the hypothesis 

of the correlation coupling indicator stability of the data of the two independent software 

generators was estimated. 

Keywords: correlation coefficient, small samples, statistical Hurst criterion, linking by 

summation of data of two software generators of pseudorandom numbers 
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Постановка задачи 

Показатель Хёрста является одним из активно используемых критериев при 

анализе сложных объектов, таких как рынка [1–4] и человек [5, 6]. К сожалению, 

эмпирический показатель Хёрста по умолчанию предполагает использование 

больших выборок из-за того, что он является степенным: 

 ( )
( ) 2

XrR x N
x

 =  σ  
, (1) 
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где N – размер выборки; ( )R x  – размах выборки; ( )xσ  – стандартное отклонение 

выборки; Xr  – степенной показатель Хёрста, изменяющийся в интервале от 0,5 до 1,0 

для хорошо предсказуемых персистентных систем и в интервале от 0,0 до 0,5 для плохо 

предсказуемых антиперсистентных систем. 

Отметим, что при антиперсистентном стохастическом процессе после 

возрастания переменной обычно происходит ее уменьшение, а после уменьшения – 

возрастание [7, с. 170–172]. В частности поэтому Mandelbrot предложил использовать 

вместо гипотезы эффективного рынка гипотезу фрактального рынка, которая позднее 

была развита в работах Э. Петерса [8]. 

Переходя в логарифмическую форму уравнения (1), получим еще один вариант 

записи показателя Хёрста: 

 ( )
( )log / log .

2
R x NXr

x
   =    σ   

 (2) 

Одной из проблем использования показателя Хёрста в экономике и биометрии 

является то, что его вычисление на больших выборках неприемлемо для коротких 

прогнозов из-за существенной нестационарности рынков [9]. Кроме того, при 

попытках прямого оценивания показателя Хёрста на малых выборках (2) возникает 

проблема значительных методических ошибок [10, 11].  

Второй проблемой является то, что коэффициенты корреляции обычно 

вычисляют по формуле конца XIX в.: 

 ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )

21

1
, .i i

i

x M x y M y
r x y

x y=

− ⋅ −
≈

σ ⋅ σ  (3) 
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где ( ).M  – функционал вычисления математического ожидания малой выборки в 21 

опыт; ( ).σ  – функционал вычисления стандартного отклонения. 

Очевидно, что явной связи между формулами (2), (3) нет, это методологически 

затрудняет связывание этих двух разных статистических параметров. Функционал 

оценки показателя Хёрста (2) одномерен, а коэффициент корреляции (3) двухмерен.  

Также отметим, что многие проблемы статистической обработки малых 

выборок реальных данных вызваны тем, что созданные в прошлом веке критерии 

проверки (например, критерий 2χ  [12]) не работают на таких выборках, поскольку 

они дают решения с приемлемой доверительной вероятностью только на выборках в 

200 и более опытов [13]. Как правило, выборки реальных данных оказываются 

намного меньше. С проблемой нехватки реальных данных сталкиваются медики, 

экономисты, биологи и представители других научных специализаций [14, 15]. Очень 

остро эта проблема стоит перед специалистами в области биометрической 

идентификации личности человека [16] и криптографических алгоритмах генерации 

данных [17]. 

Кроме того интерес к проблеме проверки гипотезы независимости малых 

выборок связан с развитием средств автоматического обучения больших сетей 

искусственных нейронов на малых выборках и появлением первого в мировой 

практике национального стандарта ГОСТ Р 52633.5–2011 [18]. Необходимость 

стандартизации автоматического обучения обусловлена прежде всего жесткими 

требованиями регуляторов рынка средств информационной безопасности.  
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Связь шкалы показателя Хёрста, шкалы коэффициентов корреляции и 

значений энтропии 

Повысить устойчивость оценивания показателя Хёрста технически вполне 

возможно, если параллельно с ним оценивать другие показатели. Например, может 

быть выполнена оценка нормированной энтропии анализируемой выборки реальных 

данных или оценка их корреляции либо автокорреляции. В случае моделирования 

данных в двухмерном пространстве либо в пространствах большей размерности 

нормированная энтропия и корреляция будут всегда связаны между собой некоторым 

четным полиномом [19]. Эта ситуация иллюстрируется на рис. 1.  

 

 

Рис. 1. Взаимное соотношение трех шкал: корреляционной шкалы r,  

шкалы значений показателя Хёрста и шкалы значений нормированной энтропии 
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При этом три рассматриваемые шкалы существенно различаются по 

вычислительным процедурам извлечения информации. Последнее означает, что 

повышение точности оценок показателя Хёрста может быть достигнуто 

привлечением дополнительной информации, полученной при оценках энтропии и 

информации, полученной при оценках коэффициентов корреляции на малых 

выборках. В связи с этим возникает задача программного воспроизведения малых 

выборок с изменяемым соотношением между случайной и детерминированной 

компонентой. 

 

Программный генератор малых выборок с существенно связанными между 

собой данными 

Получить выборку независимых данных достаточно просто. Так, средствами 

языка программирования MathCAD можно задать следующую малую выборку: 

x←rnorm(21,0,1). Эта выборка будет иметь объем в 21 опыт, данные будут иметь 

нормальное распределение с нулевым математическим ожиданием и единичным 

стандартным отклонением. Одним из способов связывания данных является 

программный синтез второго случайного сигнала с такими же статистическими 

параметрами y.  

Очевидно, что энтропии двух статистически одинаковых случайных сигналов 

должны совпадать: 

 ( ) ( ).E x E y≈  (4) 
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Если две одинаковые выборки получены от одного программного генератора, 

то двухмерная энтропия будет являться суммой двух энтропий [20]:  

 ( ) ( ) ( ), .E x y E x E y= +  (5) 

Точное выполнение равенства (4) возможно только для действительно 

независимых (некоррелированных) данных двух выборок. То есть должно 

выполняться еще одно условие: ( ), 0,0r x y = . 

Однако при выполнении взвешенного суммирования двух переменных 

 ( ) 0,5,x x a y← + ⋅ ⋅  (6) 

модуль коэффициента корреляции и двухмерная энтропия снижаются: 

 
( )

( ) ( ){ } ( )
0,0 , 1,0,

0,0 , , 2 .
r x y

E x y max E x y E x

 ≤ ≤


≤ ≤ ≤
 (7) 

Важным является свойство сохранения коэффициентов корреляции при 

процедурах упорядочивания одной из переменных. В частности, средствами 

программирования языка MathCAD такое упорядочивание переменной х выполняется 

следующим оператором: В←rsort(AT, 0)T. В исходных данных первого и второго 

столбцов матрицы А данные расположены в случайном порядке. В итоговой матрице 

В нулевой столбец В<0> состоит из монотонно увеличивающихся данных, столбец В<1> 

продолжает содержать случайные данные. Тем не менее оператор вычисления 

коэффициента корреляции corr(x,y) языка MathCAD не меняет результат для 

исходных данных и для данных, упорядоченных по одной из переменных. Этот факт 

можно записать следующим образом: 
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( ) ( )( )
( ) ( )( )

, ', ,
, , ' ,

r x y r x sort y

r x y r sort x y

 =


=
 (8) 

где применение операции упорядочивания данных по их возрастанию ( )sort x  и 

( )sort y  всегда приводит к снижению значения энтропий упорядочиваемых данных 

по каждой их переменных почти до нуля: 

 
( ) ( )( )
( ) ( )( )

0,0,
0,0.

E x E sort x

E y E sort y

 < ≈


< ≈
 (9) 

Параллельно всегда растет энтропия второй, остающейся неупорядоченной, 

переменной:  

 
( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

, ,
' ,

2 max ,

, ,
' .

2 max ,

E x y E x y
E x E x

E x y

E x y E x y
E y E y

E x y


> ≈ =



 > ≈ =


 (10) 

При сортировке упорядочивания данных перестановками в одном столбце 

входной матрицы малой выборки с помощью функции В←rsort(AT, 0)T языка 

программирования MathCAD корреляционная сцепленность данных (7) не меняется. 

Соответственно не меняется и нормированная энтропия данных в итоговой матрице 

[19]. Вполне возможно, что корректность цепочки преобразований (5)–(9) может быть 

доказана аналитически, однако для нас это не имеет существенного значения, так как 

корректность этих преобразований была подтверждена численным моделированием.  
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Функциональная связь показателя корреляционного сцепления независимых 

данных с математическим ожиданием коэффициентов корреляции данных 

малой выборки 

Как описано в работах [2, 3], показатель Хёрста связан с коэффициентом 

корреляции анализируемых данных. В связи с этим при попытках вычисления этого 

показателя на малых выборках необходимо уметь корректно связывать данные двух 

независимых программных (аппаратно-программных) генераторов случайных или 

псевдослучайных чисел. В левой части рис. 2 приведена программная реализация 

генератора связанных данных для получения малых выборок объемом в 21 опыт.  

 

 

Рис. 2. Результаты численного эксперимента по синтезу программного генератора 

существенно связанных данных объемом в 21 опыт 

 

Для получения малой выборки зависимых данных с некоторым 

математическим ожиданием значений корреляционной сцепленности данных ( )M r  
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необходимо в программе задать параметр a . В левой части рис. 2 задано значение 

параметра 0,0a = , что соответствует нулевому значению математического ожидания 

( ) 0,0M r = . Для других значений этого параметра математические ожидания 

коэффициентов корреляции оказываются иными. В таблице 1 приведены связи 

регулируемого параметра со значениями математических ожиданий и стандартных 

отклонений, распределений коэффициентов корреляции данных малых выборок. 

 

Таблица 1 

Связь регулируемого параметра с математическим ожиданием и стандартным 

отклонением распределения коэффициентов корреляции 

n  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

( )M r  0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 

a  0 0,054 0,109 0,162 0,216 0,275 0,335 0,4 0,468 0,54 

( )M σ  0,224 0,224 0,22 0,219 0,215 0,212 0,204 0,197 0,189 0,18 

n  10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 

( )M r  0,5 0,55 0,6 0,65 0,7 0,75 0,80 0,85 0,9 0,95 

a  0,621 0,707 0,812 0,933 1,08 1,264 1,52 1,89 2,6 5,53 

( )M σ  0,168 0,16 0,145 0,13 0,115 0,099 0,083 0,063 0,044 0,022 

 

Графики связи значений математического ожидания коэффициента корреляции 

с регулируемым параметром и график связи математического ожидания стандартного 

отклонения с регулируемым параметром приведены на рис. 3.  
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а) б) 

Рис. 3. Функционал связи между математическим ожиданием коэффициентов 

корреляции (а) и функционал связи стандартного отклонения с математическим 

ожиданием коэффициентов корреляции (б) 

 

Точками на рис. 3 отображены приближения полученных функционалов. 

Данные на рис. 3,а описываются дробью полиномов второго порядка [21]: 

 ( )( )
2

2
2 19 .

10,5 20
a aM r a

a
+=
+

 (11) 

Данные на рис. 2,б могут быть приближены классическим полиномом второго 

порядка: 

 ( ) ( )20,273 0,21 0,24 0,47 .r r rσ = − − ⋅ −   (12) 

Отметим, что исследованные функциональные связи (3), (4) слабо зависят от 

объема выборки. Это было установлено для выборок объемом от 13 до 35 опытов. 

Графики на рис. 4, отражающие изменение соотношения между математическим 

ожиданием коэффициента корреляции и регулируемым параметром, демонстрируют 

эту слабую зависимость. 
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Рис. 4. Слабая зависимость функционала связи М(r(a))  

для малых выборок объемом в 16 и 32 опыта 

 

Таким образом, вызовом двух псевдослучайных генераторов псевдослучайных 

чисел и их взвешенным суммированием мы всегда можем получить одномерную 

случайную последовательность малой выборки с заданным значением 

математического ожидания коэффициента корреляции. При этом настройка 

математического ожидания коэффициента корреляции данных малых выборок и 

математического ожидания стандартного отклонения коэффициентов выполняется 

либо в соответствии с данными таблицы 1, либо в соответствии с ее 

полиномиальными приближениями (11), (12). 
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