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Аннотация 

Рассматривается задача моделирования течения вязкого сжимаемого газа в 

щелевом канале, состоящем из двух пластин. Первая пластина является 

абсолютно жесткой и совершает гармонические колебания в вертикальной 

плоскости, вторая является однослойной упругой пластиной. Математическая 

модель в безразмерных переменных представляет собой связанную систему 

дифференциальных уравнений в частных производных, описывающую динамику 

движения вязкого сжимаемого газа и упругой балки-полоски с соответствующими 

граничными условиями. Найдено выражение для амплитудно-частотной 

характеристики. 
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1. Введение 

Современная авиационная и космическая промышленность активно применяет 

различные упругие элементы конструкции, такие как пластины, стержни и оболочки 

[1-4]. Такие упругие элементы конструкции могут использоваться как элементы 

двигателей, обшивки самолета, топливных элементов, конструкции шасси, приборов 

навигации и других [3, 5-7]. Причем упругие элементы конструкции могут 

взаимодействовать с вязкой жидкостью или газам. Это требует решения достаточно 

сложных задач контактного взаимодействия, влияния колебаний и волн на упругие 

элементы [7-12].  

Вопросы моделирования поведения упругих пластин при динамическом 

взаимодействии с жидкостью или газом тщательно изучаются. Случаи, когда 

пространство между пластин заполнено вязкой несжимаемой жидкостью, 

исследованы в работах [11, 12], устойчивость нелинейных колебаний пологих 

оболочек двойной кривизны, нелинейные колебания и устойчивость оболочек и 

пластин рассмотрены в [13,14], нелинейная динамика аксиально движущихся 

пластин описывается в [15], динамика пластин при аэродинамическом воздействии 

рассмотрена в [16], вибрации упругой платины под значительной жидкой нагрузкой 

- в [17]. 

Наряду с исследованием однослойных тонкостенных конструкций, для 

конструирования современных изделий авиастроения и машиностроения характерно 

все более частое использование различных слоистых материалов и многослойных 

упругих конструкций. Например, механика слоистых вязкоупругопластических 

элементов конструкций описана в работах [18], математическое моделирование 
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динамических процессов в гидродинамической опоре с трехслойным статором 

проводилось в [19], постановка задачи моделирования взаимодействия слоя вязкой 

сжимаемой жидкости с упругим трехслойным статором и абсолютно твердым 

вибратором опоры описывалась в работах [20, 21]. Линейный анализ вибрации 

консольных пластин, частично находящихся в жидкости проводился в [22], 

свободная вибрация консольных композитных пластин в воздухе и жидкости 

рассматривалась в [23]. 

Несмотря на большое количество исследований, поведение однослойных 

пластин при динамическом взаимодействии с вязким сжимаемым газом, 

заполняющим пространство между ними, изучены пока еще недостаточно широко. 

Разработка агрегатов, состоящих из упругих тонкостенных конструкций в виде 

пластин, взаимодействующих с окружающим слоем вязкого газа, предусматривает 

исследование динамики механической системы пластина-слой вязкого газа. Это 

приводит к необходимости постановки и решения задач моделирования динамики 

взаимодействия однослойных пластин и пластин со слоем вязкого газа, 

находящегося в плоском щелевом канале, в котором поддерживается гармонически 

изменяющееся давление, с целью нахождения и изучения амплитудно-частотной 

характеристики модели, что позволит выявить режимы работы, при которых 

возникают резонансные явления.  

 

2. Постановка задачи 

Рассмотрим физическую модель механической системы, состоящую из 

абсолютно жесткой пластины I (вибратора) и однослойной упругой пластины II 
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(статора), пространство III между которыми заполнено вязким сжимаемым газом 

(рис.1).  

 Рис.1 Физическая модель (Fig.1 Physical model) 

 

Внутренняя поверхность вибратора считается плоской и является одной из 

стенок щелевого канала. Предполагаем, что вибратор имеет упругий подвес. В слое 

газа пульсирует давление, возникают гармонические колебания вибратора в 

вертикальном направлении относительно статора. Движение пластины I 

описывается гармоническим законом и имеет амплитуду mz .  

Статор представляет собой упругую пластину. Длина и ширина статора ( l2  и 

b ) аналогична длине и ширине вибратора. Ширина стенок считается значительно 

большей, чем их длина, то есть lb 22  . Предполагается, что жесткость пластины 
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вдоль стороны b  гораздо больше ее жесткости вдоль стороны l2 . Всеми 

производными по y  можно пренебречь (т.е. далее рассматривается плоская задачу), 

так как плоскости данной модели в направлении оси y  можно считать 

неограниченными.  

Вязкий сжимаемый газ III полностью заполняет щелевое пространство, 

образованное вибратором I и упругим статором II. Толщина слоя заполнителя 

значительно меньше длины пластин: lh 20  .  

Предполагается также, что в газе, заполняющем щелевой зазор, и вне его, 

поддерживается давление )(10 tpp  , состоящее из постоянной составляющей 0p  и 

гармонической по времени составляющей )(1 tp  .  

Температура газа, вибратора и упругого статора считается постоянной. 

Предполагается также, что возникающие при взаимодействия слоя газа со статором 

прогибы пластины II, и амплитуда колебаний вибратора являются намного 

меньшими средней толщины слоя заполнителя, т.е. 
0

hzm  . 

Закон движения вибратора имеет вид: )(0)( tfzmhthz  , где 0h  - среднее 

значение ширины щелевого зазора h , mz - амплитуда колебаний вибратора в 

вертикальном направлении,   - частота колебаний стенки верхней пластины, t  - 

время. 

Таким образом, физическая модель опоры представляет собой совокупность 

абсолютно жесткого вибратора и упругого статора, взаимодействующих друг с 

другом через сдавливаемый слой вязкого сжимаемого газа с пульсирующим в нем 

давлением.  
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Пусть zx, - декартовы координаты; xV - проекция вектора скорости на ось x ; 

zV - проекция вектора скорости на ось z ; t  - время; p  - давление;   - плотность;  - 

коэффициент кинематической вязкости газа.  

Динамика движения вязкого сжимаемого газа, находящегося между 

пластинами, описывается уравнениями Навье-Стокса и уравнением неразрывности, 

которые в декартовых координатах имеют вид [24]: 


























































































x

V

z

V

zz

V

x

V

xx

p

z

V
V

x

V
V

t

V zxzxx
z

x
x

x 
 3

2

3

41 ;


























































































x

V

z

V

xx

V

z

V

zz

p

z

V
V

x

V
V

t

V
zxxzz

z
z

x
z 

 3

2

3

41 ;(1) 

0
1


































z
zV

x

V

z
V

x
V

t
x

zx




; 

Граничные условия системы уравнений (1) представляют собой условия 

прилипания вязкого газа к поверхностям абсолютно жесткого вибратора и упругого 

статора. Данные условия в рассматриваемом случае выражаются в совпадении 

скорости заполнителя со скоростями движения этих поверхностей: 

0
x

V , 
dt

tdh
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z
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2
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tfzhz zm   ; 

  (2) 
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t

w
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 3    при 

2
3

h
wz  . 

Здесь u  – проекция упругого перемещения статора на ось x ; 3w  – упругое 

перемещение статора по нормали (т.е. его прогиб). 

Кроме того, для уравнений (1) ставятся условия свободного истечения газа на 
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торцах. Условия свободного торцевого истечения газа в направлении оси x  и в 

противоположном направлении принимают вид условий совпадения давления на 

торце с давлением в окружающем газе. Данные условия записываются в виде: 

)(10 tppp   при lx  ,       (3) 

)(
10

tppp   при lx  .     

Уравнение динамики однослойной пластины имеет вид [25]: 
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Граничные условия принимают следующий вид: 
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Уравнения Навье-Стокса и уравнение неразрывности (1) в безразмерных 

переменных примут вид:  
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Граничные условия (2) перепишутся в виде: 
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где 33 Www m  - прогиб пластины. 

Граничные условия для давления (3): 
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Уравнение динамики пластины (4) примет вид: 
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Граничные условия жесткого защемления и условия симметрии задачи 
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относительно оси Ox  (5) запишутся: 
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где E , 0  - модуль Юнга и коэффициент Пуассона; 0  - плотность пластинки; 00c  - 

скорость звука в материале пластинки. 

Таким образом, построена математическая модель динамической задачи 

упругости виброопоры, состоящая из: уравнения динамики слоя вязкого 

сжимаемого газа (6); уравнения динамики упругого однослойного статора (9); 

граничные условия на поверхностях пластин (7), граничные условия для давления 

на торцах и в торцевых щелях (8) и условия свободного опирания упругого статора 

(10).  

 

3. Метод решения 

Для решения задачи будем использовать метод возмущений. Для этого 

разложим неизвестные параметры в ряд по степеням малого параметра: возьмем 

одночленное разложение по малому параметру  , а затем представим решение в 

виде ряда по малому параметру  : 


10  UUU , 

 10  UUU , 
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 10 PPP  , 

 31303 WWW  . 

Из системы уравнений и условий получим для одночленного разложения по 

  и по   уравнения: 

0Re
2

0
2

00


















 UPU
, 

00 






P
,  (11) 

0Re
0002 
























 UUP
Ma . 

Граничные условия: 

00 U , 
dt

df
U 0  при 1 ; 

00 U , 



d

dW

z

w
U

m

m 30
0   при 0 ;  

00 P  при 1 , 

0







P
 при 0 . 

Уравнение динамики пластины и граничные условия: 

0
1

0202
0

2

30
2

4

30
4

22

22
00 






















Pp
wh

WW

l

aС

m 




, 

030 W  при 1 , 

030 






W
 при 0 . 
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Решение будем искать в виде: 

  sincos0 nn CAU  , 

 sincos0 npnp CAP  , 

03330 sincos ACAW   , 

 cossin)( 00 caf  . 

Решая первое уравнение в (11), получим: 

0cosResinRe
2

2

2

2







































































nnp

n

n

n

np AA
C

C
A

C
. 

Перепишем с помощью системы: 





































.0Re

,0Re

2

2

2

2













nnp

n

nnp

n

AA
C

CC
A

 

Выражая из первого уравнения системы nA  и подставляя во 2 уравнение, 

получим дифференциальное уравнение: 













 np
n

n A
C

C
ReRe2

4

4

. 

Решение уравнение запишется в виде: 






 

np
ii in

A
FCC

Re

1
)(4

1 , где 

shchF 1 , 

  cossin
2

1
2 shchF  , 
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 sin
2

1
3 shF  , 

  cossin
4

1
4 shchF  . 

Выражая аналогично из второго уравнения nC  и подставляя в 1 уравнение, 

получим дифференциальное уравнение: 













 np
n

n C
A

A
ReRe2

4

4

, 

его решение запишется в следующем виде: 


 


 

np
ii in

C
FCA

Re

1
)(4

1 . 

Таким образом, 










sin
Re

1
)(cos

Re

1
)( 4

1
4

10 



































 

np
ii i

np
ii i

A
FC

C
FCU .  

Найдем коэффициенты iC , 4,1i : 

   

   




























































































































































































.
4

4

4

4
2

4

11

;
1

;
4

4

4

4

2
4

111

2

1

;
2

1

2
2

2
4

21433

2
2

2
4

41231
422

2
2

4
24

23

2
2

2
4

21433

2

4

2
2

2
4

41231

2

4

422
2

2
4

2
2

4

2

3
3

2

1
1

2
22

21

FF

FFFFC

FF

FFFFCC
F

A
F

FF
C

A
C

FF

FFFFC

F

F

FF

FFFFC

F

F

C
F

A
F

FFF

F

F

F
C

F

F
C

C

F
C

C
C

npnp

np

npnpnp

np








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

































































 











 sin)()(cos)()(

1
432120 L

A
L

C
L

A
L

C
U

npnpnpnp
; 

где 

        4211
41

2

1
)( CFBFAF

A
L  ; 

       4322

1
)( BFAFCF

A
L  ; 

        4213 4
2

1
)( CFBFAF

A
L  ; 

   






























 )(
2

11
)( 4324  BFFACF

A
L . 

Здесь 2
2

2
44 FFA  , 43221 4 FFFFFB  , 41234 FFFFFC  . 

0P  и полученное 0U  подставим в уравнение неразрывности (третье 

уравнение) и используем граничные условия, получим систему уравнений для 

определения коэффициентов npA  и npC , приравнивая их при sin  и cos . 

При небольших  : 

0Re
0002 

































 UUP
Ma ; 

00U , 





d

df
U z )(

0  при 1 ; 

00U , 



d

dW

z

w
U

m

m 30
0  при 0 ; 
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   

   

















































.0222

;0222

22

2

12

2

22

42

2

32

2

22





















L
A

L

CA
CMa

L
A

L
CC

AMa

npnpn

np

npnpn

np

 

Из граничных условий получаем значения коэффициентов nA  и nC  в 

граничных точках: 

0aAn  , 0cCn   при 1 ; 

3C
z

w
A

m

m
n  , 3A

z

w
C

m

m
n   при 0 . 

Проинтегрируем обе части системы от 0 до 1 и подставим полученные 

значения коэффициентов, получим: 






































;22
~~

;22~~

3
2

0
2

2

2

2

2

2

3
2

0
2

2

2

2

2

2

C
z

w
af

A
d

C
CMa

A
z

w
cq

A
p

C
AMa

m

mnpnp
np

m

mnpnp
np







 

где  


1

0
3 )(~

2

1
 dLp ,  

1

0
4 )(~

2

1
 dLq , 


1

0
1 )(

~

2

1
 dLd , 

1

0
2 )(

~

2

1
 dLf . 

Уравнение колебания нижней пластины запишем следующим образом: 
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


































.

;0
Re

;0
Re

2

0

0

4

0

4

0

2

0

00
34

3

4

0

2

0

00
34

3

4

0

2















m

np

m

m

np

m

m

wh

pA

k

a

C
wh

lz
C

C

k

a

A
wh

lz
A

A

k

a

 

Получаем систему из 5 уравнений для поиска коэффициентов npA , npC , 3A , 

3C , 0A . 

Применяя метод Бубнова-Галеркина, будем искать решение в виде: 

AAnp 






  21  , CCnp 






  21  , 3

2
2

3 1 aA 






   , 3
2

3 1 cC 






   , 

2

0

2

0

0
0

24a

k

wh

p
A

m
 , где 

2
00

22

0
c

l
k


 . 

Подставим в систему уравнений: 

   

   

   

   



































.
24

;01
Re

124

;01
Re

124

;122
~

2
~

21

;122~2~21

2

0

2
0

0
0

2

0

00
3

22
3

0

2

2

0

00
3

22
3

0

2

3

222
0

222

3

222
0

222

a

k

wh

p
A

C
wh

lz
cc

k

a

A
wh

lz
aa

k

a

c
z

w
afAdCCMa

a
z

w
cqApCAMa

m

m

m

m

m

m

m

m

m



















 

Домножим левую и правую части первых двух уравнений системы на 






  21  , 
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а третьего и четвертого уравнений на 
2

21 






  , затем проинтегрируем все от 0 до 1: 








































.
2

0

2

0

0
0

0

00
33

0

2

0

00
33

0

2

3

2

0

22

3

2

0

22

24

;0
35

32

Re315

256

15

384

;0
35

32

Re315

256

15

384

;
35

32
22

~

3

8~

3

8

15

16

;
35

32
22~

3

8~

3

8

15

16

a

k

hw

p
A

C
wh

lz
cc

k

a

A
wh

lz
aa

k

a

c
z

w
afAdCCMa

a
z

w
cqApCAMa

m

m

m

m

m

m

m

m

m















 

Решая систему, получаем, что 























































pQS
f

cS
f

a

f

a

f

Q

A

~

3

8

~

1

8

3

2~
4

3

~
4

3

~
8

3
0

20202


; 







































pQS
f

cS
f

a

C

~

3

8

~

1

8

3

2~
4

3
0

202


; 



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Выражаем теперь коэффициенты npA , npC , 3A , 3C : 

 











































pQS
f

cS
f

a

f

a

f

Q

A
np

~

3

8
~
1

8

3

2~
4

3
~

4

3
~

8

3

1
0

20202

2



 ; 

 































pQS
f

cS
f

a

Cnp
~

3

81

8

3

2~4

3

1

0
202

2



 ; 

 

















































pQS
f

cS
f

a

f

a

f

Q

wh

lz
A

m

m

~
3

8
~
1

8

3

2~4

3
~4

3
~8

3

35

32

Re

1
1

0
20202

0

0022
3








 ; 

 



































pQS
f

cS
f

a

hw

lz
C

m

m

~
3

8
~
1

8

3

2~4

3

35

32

Re

1
1

0
202

0

0022
3








 . 

Таким образом,  
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Преобразовывая последнее выражение, получим: 
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4. Результаты 

Из выражения выше получаем выражение для амплитудно-частотной 

характеристики упругого статора: 
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Таким образом, осуществлена постановка задачи в безразмерных переменных 

для механической системы, состоящей из абсолютно жесткого вибратора, упругого 

однослойного статора и движущегося между ними слоя вязкого сжимаемого газа. 

Получено выражение для амплитудно-частотной характеристики, исследование 

которой позволит определить режимы работы, при которых возникают резонансные 

явления, учесть их при построения новых конструкций в современной 

машиностроительной и авиакосмической промышленности. 

 

Выполнено при поддержке гранта РФФИ 19-01-00014-а. 
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