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УДК 532.582.2  

Математическая модель течения около цилиндра с плоскими 

пластинами при наличии стационарных отрывных зон 

К.В Редькина. 

Аннотация 

Математическая модель течения описывает потенциальное течение с циркуляцией 

около цилиндра в присутствии пластин. Решение задачи обтекания цилиндра при наличии 

экранирующей поверхности получено для потока несжимаемой идеальной жидкости (НИЖ). 

В рамках численно-аналитического метода моделирование экранирующей поверхности вы-

полняется с помощью набора точечных вихрей, равномерно распределенных по поверхности 

экрана. Получена зависимость максимальной скорости на контуре от расположения экрана. 

Исследованы зависимости величины циркуляции стационарного вихря от длины экрана, 

циркуляции вокруг цилиндра и положения отрывной зоны. Профили скорости в сечениях 

перпендикулярных экранирующей плоскости показывают возможность создания равномер-

ного потока за отрывной зоной. Распределение давления по контуру в зависимости от значе-

ний циркуляции вокруг цилиндра, положения экранирующей поверхности и расположения 

отрывной зоны указывает на образование зоны разряжения внутри отрывного пузыря. 
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 Введение 

Целью работы является разработка математической модели течения около цилиндра с 

экранирующими пластинами в присутствии стационарных отрывных зон. 

Теоретическая значимость работы заключается в получении фундаментальных новых 

знаний о параметрах потенциальных течений с циркуляцией около цилиндра с экранирую-

щими пластинами. 

http://www.mai.ru/science/trudy/
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Практическая значимость работы состоит в возможности использования вращающе-

гося цилиндра для системы управления пограничным слоем (УПС) в исследованиях аэроди-

намических характеристик транспортных средств при продувках в аэродинамических трубах. 

Экспериментальные исследования высокоскоростного наземного транспорта, автомобилей, 

летательных аппаратов на режимах взлѐта и посадки, экранопланов предполагают учѐт экра-

нирующей поверхности. При продувках в аэродинамических трубах необходимо обеспечить 

равномерный профиль скорости перед исследуемым объектом. Одним из способов, позво-

ляющим это достичь, является применение вращающегося цилиндра. На рис. 1 приводится 

схема устройства, включающая вращающийся цилиндр и плоские пластины. На рис. 2 пока-

зана концепция реализации равномерного профиля скорости вблизи экранирующей плоско-

сти, которая состоит в сложении профилей скорости от течения с наложенной циркуляцией и 

скорости в пограничном слое. 

 

Рис. 1. Схема вращающего цилиндра с пластинами 

 

Рис. 2. Концепция создания равномерного профиля вблизи экрана 

На основании принципа обращения движения равномерный профиль скорости необ-

ходим для физического моделирования обтекания тел вблизи экранирующей поверхности. 

Данная концепция УПС была опубликована в магистерской работе Thomas Elmer Farrell [1]. 

Как известно [2], при обтекании цилиндра на его подветренной стороне образуются 

отрывные зоны. В аэродинамической трубе Т1-СГАУ методом дымящейся проволочки сту-

дентами Тихоновым А. А. (гр. 1402) и Панковым Р. С. (гр. 1601) под руководством старшего 
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преподавателя Клементьева В. А. была выполнена визуализация течения около вращающего-

ся цилиндра с экранирующими пластинами. Полученные картины течения, показаны 

на рис. 3, из которого видно уменьшение отрывной зоны на верхней поверхности пластины в 

случае вращения цилиндра. Из представленных результатов визуализации течения можно 

сделать вывод о том, что путѐм вращения цилиндра можно добиться безотрывного обтекания 

экранирующей пластины. Однако вблизи цилиндра можно наблюдать небольшую рецирку-

ляционную зону, которую в механике жидкости и газа принято называть отрывным пузырѐм. 

Для целей разработки системы УПС применительно к аэродинамическим стендам, в которых 

моделируется экранирующая поверхность, интерес представляет стационарность отрывного 

пузыря и уменьшение его размеров до минимальных. 

  

Рис. 3. Визуализация линий тока методом дымящейся проволочки (слева цилиндр не 

вращается; справа – вращается) 

Широко известно решение задачи бесциркуляционного и циркуляционного обтекания 

изолированного цилиндра потоком НИЖ [3, 4], а также решение задачи течения около ци-

линдра при наличии стационарных вихрей [4-7]. Задачи потенциальных течений с наложен-

ной циркуляцией около цилиндра с экранирующими пластинами рассматривались ранее ав-

торами в предположении отсутствия отрывных зон [8, 9]. 

В данной работе предлагается дальнейшее развитие математической модели [7, 8] для 

учѐта отрывной зоны. Получена картина обтекания цилиндра с пластинами при наличии от-

рывной зоны путѐм визуализации линий тока, приведѐн расчѐт поля скорости около комби-

нации цилиндр-пластина и получено распределение давления на поверхности этой комбина-

ции. Математическая модель основана на использовании результатов работ [8-14]. 

 Геометрическая схема 

Рассматривается задача течения жидкости около цилиндра с экранирующими пласти-

нами при наличии стационарного вихря, моделирующего отрывную зону. Геометрическая 

схема задачи показана на рис. 4. Вводятся относительные геометрические характеристики: 
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 2L L R  – относительная длина пластины; h h R  – относительная высота установки 

пластины; x x R  – относительная координата вдоль пластины. Размерные величины 

L, R,h, x  – длина пластины, радиус цилиндра, высота установки пластины и расстояние от 

центра цилиндра до некоторого сечения, перпендикулярного пластине, показаны на рис. 4. 

 

 

Рис. 4. Геометрическая схема задачи 

В рамках численно-аналитического метода (ЧАМ) [8-14] моделирование экранирую-

щей поверхности выполняется с помощью набора точечных вихрей, равномерно распреде-

ленных по поверхности экрана. Экран разбивается на граничные элементы, в пределах каж-

дого помещается точечных вихрь и контрольная точка, используется численная схема метода 

дискретных вихрей «¼ - ¾». На ¼ граничного элемента располагается точечный вихрь, а на 

¾ – контрольная точка. Особенностью геометрической схемы является корректность распо-

ложения контрольных точек на экранирующей плоскости вблизи цилиндра. Это обеспечива-

ет согласованность граничных условий и хорошую обусловленность системы линейных ал-

гебраических уравнений (СЛАУ). Задача сводится к решению СЛАУ, физический смысл ко-

торой – удовлетворение условий непротекания в контрольных точках. Для обеспечения цир-

куляционного обтекания цилиндра в его центре располагается вихрь. Отрывная зона модели-

руется стационарным дискретным вихрем, расположение которого зависит от координаты 

точки отрыва потока от поверхности цилиндра. 

 Постановка задачи 

Рассматривается безотрывное циркуляционное обтекание двумерного тела вблизи 

плоского неподвижного экрана (рис. 4) в присутствии стационарного дискретного вихря. 

Среда считается НИЖ. Используется теория функций комплексного переменного, в рамках 

которой запись комплексного потенциала W  определяет решение задачи. 
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В рамках ЧАМ моделирование плоского неподвижного экрана выполняется с помо-

щью набора точечных вихрей, равномерно распределенных по поверхности экрана. В этом 

случае комплексный потенциал течения записывается в виде [8, 9] 
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где z = x+iy  – комплексная переменная; 1i    – мнимая единица; V ,V 
– ком-

плексная и сопряжѐнная скорость набегающего потока, соответственно; Γ  – величина цир-

куляции скорости около цилиндра; Γ j vj vj,z ,z  – величина циркуляции скорости, комплексная 

и сопряжѐнная координаты j -го вихря, соответственно; j  – порядковый номер дискретного 

вихря; N  – суммарное количество дискретных вихрей, расположенных на экранирующей 

поверхности; 1N   – порядковый номер вихря, отвечающего за образование отрывного пу-

зыря. 

Если известны интенсивности всех вихрей, то комплексный потенциал (1) определяет 

полностью поле скоростей около обтекаемого тела. Компоненты скорости определяются 

формулами 

       Re Re , Im Im ,
dW dW

u x, y = V v x, y = V
dz dz

   
      

   
                                                    (2) 

где u  и v  – компоненты скорости вдоль осей OX  и OY , соответственно; V  – сопря-

жѐнная комплексная скорость.. 

Выполнение условий непротекания во всех контрольных точках позволяет записать 

векторное уравнение, суть которого является равенство нулю нормальной составляющей 

скорости в каждой контрольной точке 

0V n=
 

,                                                                                                                                          (3) 

где  V = u(x, y)i +v x, y j
  

 – векторное поле скоростей;  x yn = n (x, y)i +n x, y j
 

 – век-

торное поле нормалей к экранирующей плоскости. 

Для частного случая горизонтального расположения пластины для контрольных точек 

имеем 

0, 1...cj cjv(x , y )= j = N ,                                                                                                                  (4) 

где cj cjx , y  – координаты j-ой контрольной точки. 

СЛАУ (4) может быть записана в обычной матричной форме 
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 A Γ R ,                                                                                                                                        (5) 

в которой матрица аэродинамического влияния A  определяется коэффициентами в 

четвѐртом слагаемом в комплексном потенциале (1), вектор-столбец Γ  содержит неизвест-

ные величины j , а вектор-столбец правых частей R  определяется первыми тремя слагае-

мыми в комплексном потенциале (1). 

Решение СЛАУ не представляет трудности, поскольку матрица аэродинамического 

влияния A  является плотнозаполненной и хорошо обусловленной. Для таких СЛАУ могут 

быть применены стандартные методы Гаусса или LU-разложения. В данной работе был ис-

пользован итерационный метод решения СЛАУ, в основе которого лежит метод триангулиа-

ризации (LU-разложения), который реализован в стандартной процедуре языка Фортран [15]. 

После нахождения неизвестных интенсивностей j  можно построить поле скоростей по 

формуле (2). 

 Итерационный алгоритм решения задачи 

Известными величинами в задачи являются: скорость набегающего потока V  и гео-

метрия комбинации цилиндр-экранирующая поверхность. В геометрию входит радиус ци-

линдра R , длины пластин L  и высота расположения пластины относительно плоскости 

симметрии цилиндра h . К неизвестным относятся величины циркуляции дискретных вихрей 

jΓ , распределенных по пластине, а также координата 1v,Nz   и интенсивность 1N  дискрет-

ного вихря, образующего отрывную зону. 

Предполагая координату точки отрыва sz  на поверхности цилиндра известной и, ис-

пользуя условия непротекания на пластине, имеем на одно неизвестное больше, чем условий. 

В такой ситуации предлагается ввести итерационный метод решения задачи, сущность кото-

рого сводится к заданию начального приближения для координаты вихря. Если координаты 

вихря 1v,Nz   и точка отрыва sz  заданы, то количество неизвестных соответствует количеству 

условий, задача становится совместной и разрешимой. Последующая коррекция расположе-

ния дискретного вихря 1v,Nz  , реализующего отрывную зону, связано с предположением о 

стационарности этого вихря. Используя это предположение, можно определить координату 

стационарного вихря 1v,Nz  , для этих целей в работе используется метод Мюлле-

ра [ 12, 13, 15]. Было сделано предположение, что координата стационарного вихря 1v,Nz   и 

точки отрыва потока sz  изменяются в зависимости от положения экрана. Так, например, для 
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0h=  координаты стационарного вихря и точки отрыва на цилиндре совпадают с соответст-

вующими координатами для задачи о вихрях Фѐппла [13]. 

Центр расположения дискретного вихря 1v,Nz   можно рассматривать как неподвижную 

точку, то есть как “точку торможения”. Данная точка находится в поле скорости, в которое не 

включается скорость от самого вихря. Другими словами можно утверждать, что используется 

концепция невлияния вихря самого на себя. Такой подход ранее использовался в задачах 

нахождения вихрей Фѐппла [12, 13]. 

После определения новой координаты стационарного вихря мы имеем интенсивность 

стационарного вихря 
1

(1)

N
  и его координату 

1

(1)

v ,N
z


, это можно назвать первой итерацией. 

На второй итерации используется та же точка отрыва sz , но координата вихря уже 

новая 
1

(1)

v ,N
z


. Решается задача нахождения всех интенсивностей вихрей, расположенных на 

пластине, и вихря, находящегося в центре отрывной зоны. Для этого решается СЛАУ (5). 

После решения СЛАУ имеем значения всех циркуляций вихрей, включая вихрь, отвечающий 

за отрывной пузырь 
1

(2)

N
 . После этого находится по методу Мюллера новая точка 

стационарности вихря 
1

(2)

v ,N
z


. На этом вторая итерация заканчивается. 

Координату дискретного вихря (точку стационарности) 
1

(2)

v ,N
z


 используем как входную 

информацию для третьей итерации, в которой так же решается СЛАУ (5) и заново 

определяется циркуляция вихря 
1

(3)

N
  и по методу Мюллера новое положение стационарного 

вихря 
1

(3)

v ,N
z


, после чего процесс повторяется. 

Критерием выхода из итерационного процесса можно назначить абсолютную погреш-

ность нахождения координаты стационарности вихря или абсолютную погрешность значе-

ния интенсивности этого вихря. В данной работе принята абсолютная погрешность коорди-

наты расположения стационарного вихря. В качестве критерия выхода из итерационного 

процесса взята абсолютная погрешность значений модулей комплексных координат стацио-

нарного вихря на предыдущей и последующих итерациях. Если за характерный размер при-

нять радиус цилиндра, тогда за абсолютную погрешность   можно принять величину рав-

ную 310R   и условие выхода из итерационного процесса можно записать в виде 

( ) ( 1)

1 1

i i-

v,N v,Nz z    .  

Итак, для начала итерационного процесса необходимо задать нулевые приближения 

для координат точки отрыва на поверхности цилиндра и центра стационарного вихря. В дан-
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ной работе в качестве нулевого приближения предлагается координаты точки отрыва и цен-

тра вихря вычислять по следующим формулам: 

 (0) (0) s , f

v ,N ! v, f v , f s

s , f

y h
z x i y h , arctg

x


 
      

 

, 

где (0)

v ,N !
z


 – начальное приближение для координаты центра вихря; v, f v, fx , y  – абсцисса 

и ордината координаты центра вихря Фѐппла, соответственно; (0)

s  – полярный угол, опреде-

ляющий положение точки отрыва на цилиндре; s , f s , fx , y – абсцисса и ордината координаты 

точки отрыва для вихря Фѐппла, соответственно. 

 Результаты расчѐта 

Экранирующая поверхность, находящаяся в плоскости симметрии цилиндра, не влия-

ет на картину течения, поэтому для сравнения с точным решением обтекания изолированно-

го цилиндра вблизи неподвижных вихрей Фѐппла расположим экранирующую поверхность в 

плоскости симметрии цилиндра. Сравнение полученных численных результатов с точным 

решением для стационарных вихрей Фѐппла [6] представлено на рис. 5. 

 

Рис. 5. Сравнение точного и численного решений для стационарных вихрей Фѐппла 

Из рис. 5 видно, что численные результаты хорошо согласуются с точным решением. 

На рис. 6 показано сравнение зависимости величин циркуляции стационарных вихрей от их 

продольной координаты. Из рисунка видно, что результаты хорошо согласуются с точным 

решением. 
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Рис. 6. Сравнение зависимости циркуляции стационарных вихрей от их координаты 

На рис. 7 представлена картина течения в виде линий тока при обтекании цилиндра с 

экранирующей поверхностью при отсутствии циркуляции на цилиндре.  

 

Рис. 7. Линии тока вблизи цилиндра с экранирующей поверхностью для конфигурации 

высокоплана  0 5h ,  при отсутствии циркуляции на цилиндре 

При смещении экрана из плоскости симметрии он оказывает существенное влияние 

на всю область течения. На рис. 8 и рис. 9 представлены картины течения при обтекании ци-

линдра с экранирующей поверхностью при наложенной циркуляции на цилиндр. Из рисун-

ков видно, что циркуляция оказывает существенное влияние на картину течения. 
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Рис. 8. Линии тока вблизи цилиндра с экранирующей поверхностью для конфигурации 

среднеплана при Г=10 на цилиндре 

 

Рис. 9 Линии тока вблизи цилиндра с экранирующей поверхностью для конфигурации 

высокоплана  0 5h ,  при Г=10 на цилиндре 

На рис. 10 представлена картина течения в виде линий тока около цилиндра при 

наличии симметричных стационарных вихрей Фѐппла. На рисунке красным цветом показаны 

точки торможения, в которых скорость равняется нулю, а чѐрным цветом – точки 

стационарности вихрей Фѐппла. 

 

Рис. 10. Линии тока вблизи цилиндра при наличии вихрей Фѐппла 



 11  

На рис. 11 представлена картина течения в виде линий тока при обтекании цилиндра с 

экранирующей поверхностью при наличии отрывного пузыря на тыльной стороне цилиндра. 

Очевидно, что стационарный вихрь существенно влияет на картину течения. Чѐрными и 

красными точками показаны итерационные шаги отыскания координаты точки 

стационарности вихря, а синим цветом изображена окончательная точка стационарности 

вихря. 

 

Рис. 11. Линии тока вблизи цилиндра с экранирующей поверхностью  0 5h ,  при наличии 

отрывной зоны 

Зависимость максимальной скорости от высоты расположения экрана при отсутствии 

циркуляции на цилиндре и отрывного пузыря (рис. 12) показывает, что наибольшая скорость 

достигается в случае касания экрана цилиндром снизу, а минимальная скорость осуществля-

ется, когда экран лежит на цилиндре сверху.  

 

Рис. 12. Зависимость максимальной скорости на цилиндре от высоты расположения экрана 

при Г=0 
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Известное точное решение [3] для изолированного цилиндра без экрана получается, 

если экранирующую поверхность разместить в плоскости симметрии цилиндра. 

На рис. 13 и рис. 14 показано распределение скорости по поверхности экрана и ци-

линдра для различных значений циркуляции вокруг цилиндра и расположении экрана в 

плоскости симметрии цилиндра при длине экрана 10L =  и отсутствии отрывного пузыря. В 

случае конфигурации среднеплана (рис. 13) решение хорошо согласуется с точным аналити-

ческим решением для изолированного цилиндра. Вычисление скорости производилось на 

расстоянии вычислительного радиуса от экрана, так как на поверхности расположены вихри, 

в ядре которых скорость стремится к бесконечности. 

 

 

Рис. 13. Распределение скорости по контуру цилиндр-экранирующая поверхность 

 0; 10h L =  для различных значений циркуляции на цилиндре 

 

Рис. 14. Распределение скорости по контуру цилиндр-экранирующая поверхность 

 0 25; 10h , L =  для различных значений циркуляции на цилиндре 

Конфигурация цилиндр-экранирующая поверхность в случае 0h   имеет самоинду-

цируемую циркуляцию, которая связана с несимметрией компоновки. Рис. 15 показывает за-



 13  

висимость величины циркуляции конфигурации от высоты расположения экрана. Данная за-

висимость имеет сложную структуру. Она симметрична относительно начала координат, в 

промежутках от -0,3 до 0, 3, от -0,5 до -0,4 и от 0,4 до 0,5 линейна, однако значения еѐ произ-

водной меняются на интервалах от -0,4 до -0,3 и от 0,3 до 0,4. 

 

Рис. 15. Зависимость величины циркуляции конфигурации от высоты расположения экрана 

Была обнаружена зависимость величины циркуляции стационарного вихря от 

относительной длины экранирующих пластин (рис. 16). Как видно из рис. 16 длина экрана 

10L   не влияет на величину циркуляции стационарного вихря, поэтому далее в работе 

использовалась относительная длина экрана 10L = .  

 

Рис. 16. Зависимость величины циркуляции стационарного вихря от относительной длины 

экрана 
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На рис. 17 показана зависимость величины циркуляции стационарных вихрей от от-

носительной высоты расположения экрана для трѐх различных отрывных зон, координаты 

центров которых указаны на рисунке в круглых скобках. В расчѐтах рассматривался длин-

ный экран  10L  , расположенный на высоте 0 2h , . 

 

Рис. 17. Зависимости величин циркуляций стационарных вихрей от относительной высоты 

расположения экрана 

На рис. 18 показаны зависимости величин циркуляций стационарного вихря от 

величины циркуляции на цилиндре для трѐх различных отрывных зон, координаты центров 

которых указаны на рисунке. В расчѐтах рассматривался длинный экран ( 10L = ), 

расположенный на высоте 0,2h = . 
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Рис. 18. Зависимость величины циркуляции стационарного вихря от циркуляции на 

цилиндре 

Важным результатом является отыскание такой циркуляции цилиндра, при которой 

профиль скорости на небольшом расстоянии от отрывной зоны был бы близок к профилю 

однородного потока. 

На рис. 19 и рис. 20 показаны профили скорости в различных сечениях за отрывной 

зоной и для различных величин циркуляций на цилиндре. 

  

Рис. 19. Изменение скорости потока в сечении 

2x =  

Рис. 20. Изменение скорости потока в 

сечении 4x =  

На рис. 20 СКО обозначает среднее квадратическое отклонение  , которое 

определяется по формуле 
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где iV  – скорость в i-той точке сечения, перпендикулярного пластине; n  – количество 

точек, взятых в сечении. 

Из рис. 20 видно, что для обеспечения минимального значения СКО можно подобрать 

соответствующую циркуляцию на цилиндре, другими словами задавать определѐнную 

угловую скорость вращения цилиндра. 

Было исследовано распределение давления по поверхности цилиндра и экрана в при-

сутствии отрывного пузыря. В соответствии с ЧАМ вычисление коэффициента давления 

производилось на расстоянии вычислительного радиуса от пластины. На рис. 21 представле-

ны распределения давления по поверхности цилиндра и экрана в присутствии отрывной зо-

ны для различных относительных высот расположения экрана. Получено, что в отрывном 

пузыре находится область разрежения, где давление резко уменьшается, и чем выше поднят 

экран, тем сильнее уменьшается давление. 

 

Рис. 21. Распределение коэффициента давления по поверхности цилиндра и экрана в 

присутствии отрывного пузыря для различных относительных высот расположения экрана 

В работе исследована зависимость коэффициента давления от расположения отрывно-

го пузыря. Получено (рис. 22), что чем больше отрывная зона, тем значительнее падение 

давления в этой области. 
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Рис. 22. Распределение коэффициента давления по поверхности цилиндра и экрана для 

различных размеров отрывной зоны 

Изменение величины циркуляции на цилиндре также влияет на распределение давле-

ния по поверхности конфигурации цилиндр-экранирующая поверхность. Установлено  

(рис. 23), что с увеличением циркуляции на цилиндре, давление в отрывной зоне уменьшает-

ся по модулю. 

 

Рис. 23. Распределение коэффициента давления по поверхности цилиндра и экрана в 

присутствии отрывного пузыря при различной циркуляции на цилиндре 

 Заключение 

На основе численно-аналитического метода разработана математическая модель по-

тенциального течения с циркуляцией вокруг цилиндра с экранирующей поверхностью при 

наличии отрывной зоны. Отрывная зона моделируется стационарным дискретным вихрем. 

Получено распределение скорости по контуру в зависимости от величины циркуляции и по-

ложения экранирующей поверхности по высоте цилиндра. Найдена зависимость максималь-
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ной скорости от расположения экрана. Наибольшее значение максимальной скорости дости-

гается при расположении экрана, касающегося поверхности цилиндра снизу. Получена зави-

симость величины циркуляции вихря в отрывной зоне от относительной высоты установки 

экрана. Математическая модель в частном случае расположения пластины в плоскости сим-

метрии цилиндра описывает точное решение для стационарных вихрей Фѐппла. Исследова-

ны циркуляции стационарных вихрей в зависимости от относительной высоты расположения 

экрана для различных отрывных зон. Получено, что циркуляция по модулю растѐт как от 

размера пузырей, так и от высоты расположения экрана. Выявлено, что величина циркуля-

ции на цилиндре влияет незначительно на величину циркуляции стационарного вихря, но всѐ 

же, при увеличении величины циркуляции на цилиндре циркуляция вихря в отрывной зоне 

по модулю уменьшается. Установлено влияние относительной длины экранирующей по-

верхности на величину циркуляции стационарного дискретного вихря в отрывной зоне для 

различных значений циркуляции на цилиндре. Результаты показали, что начиная с 5 относи-

тельных длин пластины (по отношению к радиусу цилиндра), влияние изменения размеров 

экрана становится незначительным. Построены профили скорости для нескольких сечений, 

расположенных на различных относительных расстояниях от отрывной зоны. Рассчитано 

распределение давления по цилиндру и экрану в присутствии отрывного пузыря. Установле-

но, что с увеличением высоты экрана коэффициент давления возрастает по модулю. Иссле-

довано влияние размеров отрывной зоны и величины циркуляции на цилиндре на распреде-

ление давления по поверхности цилиндра и пластины. 
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