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Аннотация. В модели Б.В. Дерягина, учитывающей межфазный переход от 

жидкости к газу, в поверхностном слое капли формируется молекулярный / 

расклинивающий слой толщины ℎ𝑚, компенсирующий адсорбцию газа внутрь 

поверхностного слоя жидкости. Для этой модели определено условие равновесия 

капли, включающее в себя как среднюю, так и гауссову кривизну поверхности 

Гиббса; капли для определения которых необходимо учитывать энергию 

формирования расклинивающего слоя и его упругую энергию будем называть 

каплями малого размера; впервые определяется связь длины Толмена и толщины 

расклинивающего слоя, характеризующих степень адсорбции газа в жидкость; 
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уточняется длина Толмена для капель с малым радиусом кривизны. В рамках 

интегрального подхода из равенства нулю первой вариации функционала полной 

энергии капли в модели, учитывающей расклинивающую энергию получена 

зависимость косинуса угла смачивания капли малого размера от радиуса пятна 

прилипания; сравнение вычислений угла смачивания капли малого размера для 

различных моделей, учитывающих поверхностный слой подтверждает вывод о 

нелинейном уменьшении угла смачивания при уменьшении размера капли. Получена 

связь растекания капли малого размера от размера капли. Чем меньше капля, тем 

больше степень растекания. Для капель в условиях невесомости и капель размера 

меньше 10 нм разность давлений не зависит от положения точки внутри капли и равна 

значению множителя Лагранжа вариационной задачи для функционала полной 

энергии капли, включающего слагаемые соответствующие расклинивающей энергии 

поверхностного слоя и его упругой энергии. 

Ключевые слова: функционал полной энергии капли, расклинивающая энергия, 

модель Дерягина, функционал Уиллмора, условие равновесия капли, угол 

смачивания капли, нанокапля, ранжирование полной энергии капли, длина Толмена, 
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Abstract. In B. V. Deryagin's model, which takes into account the interphase transition from 

liquid to gas, a molecular / wedging layer of thickness ℎ𝑚 is formed in the surface layer of 

the droplet, compensating for gas adsorption into the surface layer of the liquid. For this 

model, the droplet equilibrium condition is defined, which includes both the average and 

Gaussian curvature of the Gibbs surface; droplets, for determining which it is necessary to 

take into account the energy of formation of the wedging layer and its elastic energy, will 

be called small droplets.; For the first time, the relationship between the Tolmen length and 

the thickness of the wedging layer, characterizing the degree of gas adsorption into a liquid, 

is determined; the Tolmen length for droplets with a small radius of curvature is specified. 

Within the framework of the integral approach, the dependence of the cosine of the wetting 

angle of a small droplet on the radius of the sticking spot is obtained from the equality to 
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zero of the first variation of the functional of the total energy of the droplet in a model that 

takes into account the wedging energy.; A comparison of calculations of the wetting angle 

of a small droplet for various models that take into account the surface layer confirms the 

conclusion that the wetting angle decreases non-linearly as the droplet size decreases. The 

relationship between the spreading of a small droplet and the size of the droplet is obtained. 

The smaller the drop, the greater the degree of spreading. For droplets in zero gravity and 

droplets smaller than 10 nm, the pressure difference does not depend on the position of the 

point inside the droplet and is equal to the Lagrange multiplier of the variational problem 

for the functional of the total energy of the droplet, which includes terms corresponding to 

the wedging energy of the surface layer and its elastic energy. 

Keywords: functional of the total energy of the droplet, wedging energy, Deryagin model, 

Willmore functional, droplet equilibrium condition, droplet wetting angle, nanodrip, 

ranking of the total energy of the droplet, Tolman length, dependence of the coefficient of 
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Введение 

Хаотическое движение молекул жидкости превращается в направленное 

движение от центра капли в направлении разряженной области при образовании 

границы между жидкостью и газом. Молекулы жидкости в поверхностном слое 

двигаются по траекториям практически параллельным друг другу, по направлению к 

центру или от центра, благодаря чему они располагаются более плотно чем в теле 

жидкости, образуя поверхностный слой, удерживающий их от разбегания. Расстояние 

между этими траекториями слишком маленькое чтобы между ними могла пройти 

молекула жидкости, но достаточно большое чтобы могла пройти молекула газа. 

Образуются своеобразные капилляры, по которым происходит адсорбция газа внутрь 

жидкой капли (рис.1), что соответствует модели Дерягина [5-6]. В результате, в 

поверхностном слое образуется слой толщины ℎ𝑚, энергия [19-20] которого 

компенсирует изменение плотности внутри поверхностного слоя. В модели Б. В. 

Дерягина этот слой называется молекулярным / расклинивающим. Расклинивая [19-

20] поверхность Гиббса для формирования молекулярного слоя, получено условие 

равновесия. Классическое условие равновесия определяется с помощью длины 

Толмена [27]. Из сравнения этих условий равновесия найдена связь между длиной 

Толмена и толщиной молекулярного/ расклинивающего слоя.  

В рамках интегрального подхода условие равновесия капли определяется из 

равенства нулю первой вариации функционала полной энергии капли. Капли, для 

определения свойств, которых необходимо в их полной энергии учитывать слагаемые, 

соответствующие энергии формирования поверхностного слоя и его упругой энергии, 
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будем называть каплями малого размера. Это могут быть капли размера менее 50 нм и 

капли, находящиеся в условиях невесомости или частичной невесомости. Условие 

равновесия для капель малого размера будет зависеть от средней и гауссовой кривизн 

поверхности Гиббса, а также от толщины поверхностного слоя капли ℎ𝑚. Из равенства 

нулю первой вариации функционала полной энергии капли малого размера в точках 

контакта с твердой поверхностью получена зависимость угла смачивания капли от 

радиуса пятна прилипания 𝑌𝐴 [19-20]. Разность значений косинуса угла смачивания 

для макрокапли и капли малого размера линейно зависит от величины 1/𝑌𝐴, что 

подтверждается сравнением с результатом, полученным на основании методов мат 

моделирования [14]. Выведенная зависимость угла смачивания от радиуса пятна 

прилипания капли будет полезна при решении проблем обледенения летательных 

аппаратов и, соответственно, минимизации риска возникновения аварий. 

Определение точных значений угла смачивания капли малого размера в условиях 

невесомости необходимо для удерживания жидкость в определённом районе бака, 

предотвращения смешения жидкой и газовой фаз, сепарирования газовых включений 

из жидкости, гашения её колебания. Разность давлений внутри и снаружи капли 

малого размера в условиях невесомости в силу отсутствия превалирующего влияния 

гравитации определяется множителем Лагранжа вариационной задачи для 

функционала полной энергии капли, содержащего слагаемое, соответствующее 

расклинивающей энергии поверхностного слоя. Для прилипших к твердой 

поверхности капель малого размера в условиях невесомости поверхность Гиббса 

имеет форму поверхности шарового сегмента. Из равенства объема капли, имеющей 
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сферическую форму до соприкосновения с твердой поверхностью и объема капли, 

прилипшей к твердой поверхности в форме шарового сегмента (рис. 4), 

определяемого углом смачивания найдена зависимость коэффициента растекания 

капли от радиуса пятна прилипания. При торможении искусственного спутника на 

орбите центробежная сила перестает полностью компенсировать действие 

гравитации в силу чего для определения условия равновесия капли необходимо 

учитывать, как действие межмолекулярных сил, так и гравитационную силу. Форма 

поверхности капли, удовлетворяющая новому условию равновесия в этом случае, 

перестает быть сферической, определяется условием равновесия учитывающее 

влияние расклинивающего слоя внутри поверхностного слоя капли, что может быть 

использовано для определения различных физических и геометрических 

характеристик капли, в частности для определения степени растекания жидкости.  

  

Рисунок 1 – Процесс возникновения расклинивающего слоя внутри поверхностного 

слоя капли для модели Б. В. Дерягина 
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Постановка задачи: 

Необходимо найти для равновесной висящей капли, в модели, учитывающей 

энергию поверхностного слоя, зависимость между длиной Толмена и толщиной 

расклинивающего слоя; получить зависимость угла смачивания капли малого размера 

от радиуса пятна прилипания к твердой поверхности; определить коэффициент 

растекания капли малого размера; найти разность давления внутри и снаружи капли 

малого размера в условиях невесомости и частичной невесомости.  

Результат. 

Из баланса сил П.-С. Лаплас получил условие равновесия жидкости в модели 

со скачкообразным межфазным переходом: 

𝜎𝐿𝐺 ∙ 2𝐻 = 𝑃1−𝑃2 , (1) 

где 𝑃1 – давление жидкости; 𝑃2 − давление газа, 𝐻 – средняя кривизны поверхности 

капли. 

Поверхность Гиббса [19-20], определяющая изменение плотности внутри 

поверхностного слоя (пунктирная линия на рисунке 2) капли малого размера 

удовлетворяет дифференциальному уравнению:  

𝑃1−𝑃2 = 𝜎𝐿𝐺 ∙ [2𝐻 + 𝐾ℎ𝑚] = 𝑔𝜌𝑥 + 𝜆,                                          (2) 

где 𝐾, 𝐻 – гауссова и средняя кривизны поверхности Гиббса; 𝜆 − множитель 

Лагранжа вариационной задачи для функционала полной энергии содержащего 

слагаемые соответствующие расклинивающей и упругой энергии поверхностного 

слоя; ℎ𝑚 – толщина расклинивающего слоя; 𝑔 – ускорение свободного падения; 𝜌 – 

плотность жидкости; 𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠) – образующая линия поверхности Гиббса. 
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Расклинивающий слой толщины ℎ𝑚 компенсирует адсорбцию молекул газа в 

поверхностный слой капли (рис. 1). По оценке Дж. Израилишвили [25] эта величина 

порядка 0,1 нм. 

Для осесимметричной капли с образующей 𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠) поверхности Гиббса 

уравнение (2) можно записать в виде: 

𝜎𝐿𝐺 ∙ (
𝑥̇

𝑦
−

𝑦̈

𝑥̇
−

𝑦̈

𝑦
∙ ℎ𝑚) = 𝑔𝜌𝑥 + 𝜆.                                            (3) 

Для капли размера 10 нм и менее, а также капель в условиях невесомости, 

составляющая 𝑔𝜌𝑥 определяемая гравитационной энергией близка к нулю. В этом 

случае точки решения уравнения (3) будут лежать на сфере радиуса 𝑟 (𝑟 размерность 

задачи) с образующей линией (𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠)) = (𝑟 sin(𝑠/𝑟) , 𝑟𝑐𝑜𝑠(𝑠/𝑟)). В условиях 

частичной невесомости или для капель достаточно большого размера, таких что 

необходимо в условии равновесия учитывать их гравитационную энергию и 

достаточно маленьких чтобы учитывать влияние расклинивающего слоя толщины ℎ𝑚 

формула (3) определяет форму поверхности капли, отличающуюся от поверхности 

шарового сегмента.  
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Рисунок 2 – Поверхность Гиббса (пунктирная линия) внутри поверхностного слоя 

капли для модели Б. В. Дерягина; x(s), y(s) – образующая линия поверхности Гиббса; 

𝑌𝐴 –  радиус пятна прилипания капли; 𝑋𝐴 – высота капли; 𝜃0 – угол смачивания 

определяемый формулой Юнга – Лапласа; 𝜃 – угол смачивания определяемый 

формулой (7); L – жидкость; G – газ, S – твердая поверхность 

Формула разности давлений внутри и снаружи сферической капли, 

записываемая с помощью длины Толмена [27] имеет следующий вид: 

𝑃1 − 𝑃2 = 𝜎 ∙ 2𝐻 = 𝜎∞ ∙ (1 +
2𝛿

𝑟
) ∙ 2𝐻,                                          (4) 

где 𝜎∞ = 𝜎𝐿𝐺  – коэффициент поверхностного натяжения между жидкостью и газом с 

не искривлённой поверхностью контакта; 𝛿 – длина Толмена; 𝑟 – радиус капли; 𝐻 =

1
𝑟⁄  – средняя кривизна сферической поверхности капли, 𝜎 – коэффициент 

поверхностного натяжения, зависящий от радиуса капли,  𝛿 ≈ 0,51 ∙ 10−9м. 

Формула разности давлений (2) для сферической капли малого размера с 

радиусом 𝑟 имеет вид: 

𝑃1−𝑃2 = 𝜎𝐿𝐺 ∙ [1 +
2(1

4⁄ ℎ𝑚)

𝑟
] ∙ 2

𝑟⁄ .                                   (5) 

Сравнивая формулы (4) и (5) получим, что длина Толмена есть величина в 4 

раза меньше толщины расклинивающего слоя 𝛿 = 1
4⁄ ℎ𝑚. Толщина 

расклинивающего слоя ℎ𝑚 ≈  10−10 м [25]. Длина Толмена, определяемая в 

справочнике [2] Быкова Т. В., равна 𝛿 = 0,51 нм. Для иллюстрации связи толщины 

расклинивающего слоя и длины Толмена рассмотрим каплю гептана. Если размер 



11 
 

капли такого вида больше 10−8м, как видно из таблицы 1, то это не приводит к 

значительным расхождениям значений разности давлений внутри и снаружи капли, 

вычисленных с помощью длины Толмена и толщины расклинивающего слоя. Для 

капель с малым радиусом кривизны (менее 10 нм) значение длины Толмена должно 

быть откорректировано. 

Таблица 1. Разность давления внутри и снаружи капли гептана, определяемая с 

помощью формул (4) и (2) 

Размер 

капли, 𝑟 

𝑃1−𝑃2 с помощью модели на 

основании формулы (4)  

 

𝑃1−𝑃2 в модели учитывающую 

расклинивающий слой (2) 

5 ∙ 10−8м 0,83 ∙ 106 Па 0,81 ∙ 106 Па 

10−8м 4,5 ∙ 106 Па 4,1 ∙ 106 Па 

8 ∙ 10−9м 6,5 ∙ 106 Па 5,2 ∙ 106 Па 

Для капель 10−7м и больше разность давлений, определяемых формулами (1) и 

(2) практически не отличаются. При вычислении разности давлений использовалось 

значение 𝜎𝐿𝐺 = 20,3 мДж/м2– поверхностное натяжение для гептана [18]. 

Функционал полной энергии осесимметричной капли с образующей 𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠) 

в модели со скачкообразным межфазным переходом имеет вид: 

𝐸(𝑆, 𝜆) = Eс.тяж(𝑆) + 𝐸п.нат(𝑆) + 𝐸пл.пр(𝑆)+𝐸объем.св (𝑆, 𝜆), 

где 𝐸с.тяж(𝑆, 𝜆) – слагаемое, соответствующее энергии силы тяжести капли; 

𝐸п.нат(𝑆, 𝜆) – энергия поверхностного натяжения; 𝐸объем.св(𝑆, 𝜆) – энергия объемных 

связей; 𝐸пл.пр(𝑆, 𝜆) – энергия прилипания. 
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На основании условия равновесия (2) построен [19-20] функционал 𝐸(𝑆, 𝜆) полной 

энергии осесимметричной капли с образующей 𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠) такой что:  

𝐸(𝑆, 𝜆) = Eс.тяж(𝑆) + 𝐸п.нат(𝑆) + 𝐸раскл(𝑆) + 𝐸пл.пр(𝑆)+𝐸объем.св(𝑆, 𝜆),  

𝐸раскл(𝑆) = 2𝜋𝜎𝐿𝐺ℎ𝑚 ∫ 𝑓𝑀(𝑥̇(𝑠))𝑑𝑠,

𝐿

0

 

где 𝑓𝑀(𝑥̇(𝑠)) =
−1

2
√1 − 𝑥̇(𝑠)2 ∙ 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥̇(𝑠) + 𝐶𝑥̇(𝑠) + 𝐷3√1 − 𝑥̇(𝑠)2; 

𝐷3, 𝐶 − константы. Слагаемое полной энергии 𝐸раскл(𝑆) соответствует энергии 

формирования расклинивающего слоя внутри поверхностного слоя.  

Приравняв нулю первую вариацию функционала полной энергии в модели, 

учитывающей расклинивающую энергию (РСМ) вблизи точек контакта с твердой 

поверхностью, получили формулу [19-20], оценивающую косинус угла смачивания 

капли малого размера: 

cos 𝜃 = 𝑐𝑜𝑠𝜃0 +
ℎ𝑚

4𝑌𝐴
∙ [𝜋 + 2𝜃0 + 𝑠𝑖𝑛2 𝜃0],                     (6) 

где 𝑌𝐴 − радиус пятна прилипания (рис. 2); 𝜃0 – угол смачивания капли макроразмера. 

Полученная формула (6) подтверждает результат работы М. С.  Половинкина, 

Н.  А.  Волкова, Д. В. Татьяненко [14], где на основе компьютерного симулирования 

капли малого размера с помощью метода Монте-Карло получена линейная 

зависимость разности 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑐𝑜𝑠𝜃0  от величины 1 𝑟⁄ : 

𝑐𝑜𝑠 𝜃 = 𝑐𝑜𝑠𝜃0 −
𝑘

𝜎𝐿𝐺 ∙ 𝑟
,                                                  (7) 
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где 𝑟 − радиус шарового сегмента, определяющего форму капли, прилипшей к 

твердой поверхности. Необходимо заметить, что величины 𝑌𝐴, 𝑟 связаны практически 

линейно. 

В модели построенной на основе оцифровки поверхности капли с помощью 

лазера и аппроксимации ее продолжения до соприкосновения с твердой 

поверхностью на основании расширенного уравнения Юнга – Лапласа AYL [21], угол 

смачивания определяется формулой: 

𝑐𝑜𝑠 𝜃 = 𝑐𝑜𝑠𝜃0 − 𝑙𝑛 [1 −
1

2

ℎ𝑚
2

𝑌𝐴
2].                                          (8) 

В этой модели зависимость косинуса угла смачивания определяется кривой 2 

(рис 3). Сравнительно небольшое изменение угла смачивания получено в силу того, 

что оцифровывались капли достаточно большой величины. 

При уменьшении размера капли вместо величины [𝜋 + 2𝜃0 + 𝑠𝑖𝑛2 𝜃0] нужно 

брать несколько меньшую величину, но на конечный результат это не оказывает 

значительного влияния.  
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Рисунок 3 – Зависимость угла смачивания от радиуса 𝑌𝐴 пятна прилипания капли для 

различных моделей. 1 – модель Юнга – Лапласа для макро и микрокапель; 2 – модель 

[21] на основании расширенного уравнения Юнга – Лапласа (AYL); 3 – модель 

М. С. Половинкина и др. [14]; 4 – модель, учитывающая расклинивающее давление 

внутри поверхностного слоя РСМ [19-20] 

Сравнение изменения угла смачивания для различных моделей проведено в 

таблице 2.  

Таблица 2. Значения угла смачивания капли гептана для различных моделей в 

зависимости от радиуса пятна прилипания капли 

Рассматриваемые 

модели 

Угол смачивания для капли c радиусом пятна 

прилипания 𝑌𝐴 к твердой поверхности 

2∙10-9м 7∙10-9м 10-8м 2∙10-8м 5∙10-8м 

М.  С.  Половинкина 

и др. [14] 

6,00° 16,60° 18,21° 19,35° 19,75° 

AYL [21] 20,40° 20,70° 20,95° 21,00° 21,00° 

РСМ [19-20] 7,60° 18,70° 20,70° 20,30° 20,70° 

 

Изменение угла смачивания происходит нелинейно. Чем меньше капля малого 

размера, тем быстрее происходит изменение угла смачивания. Угол смачивания 

капли размера меньше 5∙10-9м имеют угол смачивания равный нулю для моделей, где 
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угол определяется формулами (6) и (7). Для капель такого размера нужно учитывать 

не только расклинивающую и упругую энергии, но и энергию, связанную со 

структурой поверхностного слоя [24]. 

Множитель Лагранжа в формуле (2) для осесимметричной капли малого 

размера имеет вид [19-20]: 

𝜆 =
𝜎𝐿𝐺

𝑌𝐴
2 [2 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑌𝐴 + ℎ𝑚 𝑠𝑖𝑛2 𝜃 −

1

𝑐𝜋
𝑉],                          (9) 

где 𝑐 – капиллярная постоянная; объем капли 𝑉 оценивается как объем шарового 

сегмента с углом контакта (угол смачивания капли) 𝜃: 

𝑉 =
2𝑌𝐴

3𝜋

3 𝑠𝑖𝑛3 𝜃
(1 − cos 𝜃). 

Формула (9) определяет разность давлений в ситуации, когда на каплю 

воздействуют как гравитационная сила, так и силы межмолекулярных связей; 

разность давления зависит от радиуса пятна прилипания капли и угла смачивания.  

В условиях невесомости величина 
1

𝑐𝜋
𝑉 равна нулю; разность давлений внутри 

и снаружи не зависит от пятна прилипания капли, определяется радиусом шарового 

сегмента: 

𝜆 = 𝜎𝐿𝐺 [
2

𝑟
+ ℎ𝑚

1

𝑟2
]. 

Растекание капли (рис. 4) так же зависит от размера капли. В силу того, что 

объем капли сферического вида с радиусом 𝑅 перед падением на твердую 
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поверхность равен объему этой капли после растекания по твердой поверхности в 

виде шарового сегмента с радиусом 𝑌𝐴 и углом смачивания 𝜃, получили зависимость: 

𝑌𝐴 = (
4 ∙ sin 𝜃

2 − 3 ∙ cos 𝜃 + (cos 𝜃)3
)

1
3⁄

∙ 𝑅,  

которая определяет связь радиуса сферической капли до падения на твердую 

поверхность и радиус пятна ее растекания по твердой поверхности.  

 

 

Рисунок 4 – Процесс растекания капли сферического вида по твердой поверхности; 

𝑌𝐴 – радиус пятна прилипания капли; 𝑅 – радиус сферической капли до соударения с 

твердой поверхностью 

Высота капли 𝑋𝐴 [19-20] зависит (в размерности задачи) от радиуса пятна 

прилипания 𝑌𝐴: 

𝑋𝐴 =
2𝑐 ∙ sin 𝜃 𝑌𝐴 + ℎ𝑚 𝑐 ∙ 𝑠𝑖𝑛2 𝜃 −

𝑉
2𝜋

(𝑌𝐴
2 + 4𝑐)

. 

Для микрокапли (размера более 50 нм) связь между 𝑌𝐴 и 𝑋𝐴  практически 

линейная в силу того, что величины 𝑌𝐴
2, ℎ𝑚

cos2 𝜃0

2
,

𝑉

2𝑐𝜋
,

1

𝑐
   несущественны, что 
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подтверждает результаты работы И. И. Маркова, М. В. Батурина, М. Н. Иванова и др. 

[10]. Для капли малого размера зависимость высоты от радиуса пятна прилипания 

определяется значением угла смачивания и толщиной расклинивающего слоя: 

𝑋𝐴 =
1

2
𝑠𝑖𝑛 𝜃 ∙ 𝑌𝐴 +

1

4
𝑠𝑖𝑛2 𝜃 ∙ ℎ𝑚. 

Заключение 

Длина Толмена 𝛿 есть величина, определяемая степенью адсорбции молекул 

газа внутрь поверхностного слоя жидкости, толщина расклинивающего слоя так же 

определяется как результат действия адсорбции. Связь между этими величинами 

определяется равенством 𝛿 = 1
4⁄ ℎ𝑚 для капель с малым радиусом кривизны. 

Косинус угла смачивания капель малого размера практически линейно зависит от 

величины 1
𝑟⁄ . Растекание капли зависит от размера капли. Чем меньше капля, тем 

больше степень растекания. Разность давлений внутри и снаружи капли малого 

размера есть величина практически постоянная, определяемая множителем Лагранжа 

𝜆. Для капель висящих капель в условиях невесомости и капель размера меньше 10 

нм разность давлений внутри и снаружи зависит от радиуса шарового сегмента, 

представляющего форму капли и толщины расклинивающего слоя капли. Для капли 

малого размера отношение высоты к радиусу пятна прилипания определяемое 

значением синуса угла смачивания уменьшается при уменьшении размерности 

задачи. 
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