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Аннотация. Рассмотрена проблема расчета толстостенных осесимметричных 

цилиндров в условиях гидравлического автофретирования внутренним 

давлением. Известные аналитические решения таких задач не учитывают 

условия возникновения вторичных пластических деформаций при разгрузке. 

Цель работы заключалась в оценке влияния эффекта Баушингера и упрочнения 

материала, а также геометрических параметров цилиндра и величины области 

пластичности в стенке цилиндрической оболочки на условия возникновения 

вторичных пластических деформаций при разгрузке. Рассмотрена модель 

поведения материала при знакопеременном нагружении с учетом гипотез и 
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допущений, принятых при решении задачи. Получено уравнение, позволяющее 

определить условия возникновения вторичных пластических деформаций в 

зависимости от перечисленных факторов.  

Ключевые слова: вторичные пластические деформации, толстостенный цилиндр, 

автофретирование, линейное упрочнение, эффект Баушингера 
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Abstract. The scientific research is devoted to the problem of calculating thick-walled 

axisymmetric cylindrical shells under conditions of hydraulic autofreting by internal 

pressure. The known analytical solutions to the problems of pipe autofreting in most 

cases do not take into account the conditions for the occurrence of secondary plastic 

strains during unloading. The purpose of this study was to evaluate the effect of the 

Bauschinger effect and material hardening, as well as the geometric parameters of the 

cylinder and the magnitude of the plasticity region in the wall of the cylindrical shell 

on the conditions of secondary plastic strains during unloading. The paper considers a 

model of the behavior of the material under alternating loading, taking into account the 

hypotheses and assumptions made in solving the problem. An equation is obtained that 

allows us to determine the conditions for the occurrence of secondary plastic strains 

depending on the listed factors. Within the framework of numerical calculations, it is 

concluded that the size of the plastic region in the cylinder wall has a significant effect 

on the occurrence of secondary plastic strains during autofreting. The results of 

numerical calculations for an ideal elastoplastic material are presented. According to 

the results of the study, with an increase in the hardening modulus and a decrease in 

the Bauschinger effect coefficient, the ratio of the outer radius of the cylinder to the 

inner one, at which secondary plastic deformations may occur during unloading during 
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autofreting, can significantly decrease, and with a decrease in the overvoltage 

coefficient – increase. 
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Введение 

На сегодняшний день одной из актуальных научных проблем 

представляется исследование упругопластического деформирования 

оболочечных элементов конструкций [1-4], среди которых особое внимание 

уделяется толстостенным оболочкам, которые применяются в авиационной 

промышленности в качестве сосудов под высоким давлением. С целью 

повышения прочностных характеристик толстостенных оболочек широкое 
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распространение получила технологическая процедура автофретирования [5-8]. 

Данная процедура представляет собой процесс создания остаточных напряжений 

в стенке толстостенной цилиндрической оболочки перед ее эксплуатацией, 

согласно которому на внутренней поверхности цилиндра создается и затем 

снимается соответствующее давление, достаточно большое для возникновения 

текучести в стенке. При этом нагружение может проводиться в 

упругопластической стадии, либо в случае, если интенсивность напряжений во 

всех точках стенки оболочки выше предела текучести. После снятия давления в 

стенке цилиндра возникают сжимающие остаточные окружные напряжения. Эти 

остаточные напряжения снижают растягивающие напряжения, возникающие в 

результате последующего приложения рабочего давления, что повышает 

несущую способность цилиндра [9]. Поскольку интенсивность напряжений в 

стенке цилиндрической оболочки при нагружении внутренним давлением 

достигает наибольшего значения на внутренней поверхности оболочки, 

соответственно на этой же поверхности при разгрузке могут возникнуть 

вторичные пластические деформации, что подтверждается различными 

исследователями [10-13]. 

Поскольку вторичные пластические деформации снижают эффект 

автофретирования и, соответственно, неблагоприятно влияют на прочностные 

характеристики толстостенных цилиндров, важно получить условия, при 

которых они могут возникнуть. 

Большое влияние на возникновение вторичных пластических деформаций 

при разгрузке, кроме давления автофретирования и геометрических параметров 



цилиндра, оказывают механические свойства материала, такие как эффект 

Баушингера и упрочнение [14]. Рассмотрим влияние этих факторов на 

возникновение вторичных пластических деформаций при автофретировании 

толстостенных цилиндров. 

Поведение и моделирование материала при знакопеременном нагружении 

При исследовании упругопластического деформирования толстостенного 

цилиндра в процессе автофретирования, будем использовать модель 

упругопластического материала с линейным упрочнением (рис. 1): 

σ𝑖 = {
3𝐺𝑒𝑖 , при 𝑒𝑖 ≤ 𝑒𝑖т

𝜆σ𝑖т + 3𝐺(1 − 𝜆)𝑒𝑖 , при  𝑒𝑖 > 𝑒𝑖т
,                                     (1) 

где  𝐺 − модуль упругости II рода; 𝜆 = 1 − 𝐸T 3𝐺⁄ − параметр, характеризующий 

упрочнение материала; 𝐸T = tan 𝛼′ − модуль упрочнения; 

σ𝑖т − предел текучести материала; 𝑒𝑖т − интенсивность логарифмических 

деформаций, определяющая переход материала из стадии упругого 

деформирования в стадию пластического деформирования. 

 



Рис. 1. Схематизация диаграммы знакопеременного деформирования  

упругопластического материала с линейным упрочнением 

 

Если определять модуль упрочнения 𝐸T по формуле 𝐸T =

(σ𝑖B − σ𝑖0,2) (𝑒𝑖B − 𝑒𝑖0,2)⁄ , где σ𝑖B – истинное значение предела прочности 

материала; σ𝑖0,2 - истинное значение условного предела текучести; 𝑒𝑖B и 𝑒𝑖0,2 - 

соответствующие этим напряжениям интенсивности логарифмических 

деформаций, то, как показывают расчеты, параметр 𝜆, характеризующий 

упрочнение материала, для большинства металлов изменяется в пределах 

0,84…1,0. Причем 𝜆 = 1,0 соответствует идеальному упругопластическому 

материалу. 

После растяжения образца изотропного материала до некоторой величины 

пластической деформации 𝑒𝑖
′, характеризуемой точкой B (см. рис. 1), 

действующие напряжения в образце определяются как σ𝑖
′. Если после такого 

растяжения полностью разгрузить образец (точка C), а затем сжать его, то тогда 

предел текучести σ𝑖T
′′  при сжатии (см. рис.1), вследствие эффекта Баушингера, 

будет меньше чем первоначальный предел текучести 𝜎𝑖т при растяжении [15].  

Как показали многочисленные исследования [15-17], предел текучести σ𝑖т
′′  

при последующем сжатии будет уменьшаться тем в большей степени, чем выше 

были предшествующие деформации растяжения. Это уменьшение обычно 

характеризуется коэффициентом эффекта Баушингера 𝛽 = σ𝑖т
′′ σ𝑖т⁄ .  

У большинства металлов коэффициент эффекта Баушингера в широком 



диапазоне предшествующих деформаций растяжения может уменьшаться от 1,0 

до 0,2 [18-20]. 

Если рассматривать ломаную BDE (см. рис. 1) как диаграмму повторного 

знакопеременного нагружения, то в соответствии с обобщенным принципом 

Мазинга [15] в координатах σ̅𝑖 −  𝑒̅𝑖 можно записать: 

σ̅𝑖 = {

3𝐺𝑒̅𝑖, при 𝑒̅𝑖 ≤ 𝛼𝑒𝑖т 

𝛼 (𝜆σ𝑖т + 3𝐺(1 − 𝜆)
𝑒̅𝑖

𝛼
) , при  𝑒̅𝑖 > 𝛼𝑒𝑖т

,                       (2) 

где  𝛼 − обобщенный параметр Мазинга, который зависит от эффекта 

Баушингера и упрочнения материала. 

Как следует из обобщенного принципа Мазинга, предел текучести при 

повторном знакопеременном нагружении определится как σ̅𝑖Т = 𝛼σ𝑖т (см. рис 1). 

Учитывая, что σ̅𝑖Т = σ𝑖
′ + σ𝑖T

′′ , можно получить уравнение, связывающее 

обобщенный параметр Мазинга и коэффициент эффекта Баушингера: 

𝛼 = β +
σ𝑖

′

σ𝑖т
.                                                        (3) 

В случае идеального эффекта Баушингера [9] обобщенный параметр 

Мазинга 𝛼 = 2. Подставляя это значение 𝛼 в уравнение (3), получаем уравнение, 

определяющее значение коэффициента идеального эффекта Баушингера для 

упругопластического материала с линейным упрочнением в зависимости от 

величины предшествующие деформации растяжения: 

𝛽 = 2 − (𝜆 +
3𝐺

σ𝑖т

(1 − 𝜆)𝑒𝑖
′),                                          (4) 



из которого следует, что, если материал идеальный упругопластический (𝜆 = 1), 

то  𝛽 = 1 и эффект Баушингера отсутствует. 

 

Условия возникновения вторичных пластических деформаций 

Для определения напряженного состояния при автофретировании 

толстостенного цилиндра воспользуемся решениями, изложенными в работах [9, 

10, 15] по определению упругопластического состояния толстостенных 

цилиндров, нагруженных внутренним давлением и осевой силой при линейном 

упрочнении. Как показано в работе [9], если осевая сила возникает только за счёт 

давления на днище, что соответствует схеме автофретирования с продольным 

растяжением [9], осевая деформация цилиндра равна нулю (𝑒𝑧 = 0). 

При автофретировании можно выделить два характерных давления. В 

первом случае определяем давление, когда на внутренней поверхности оболочки 

впервые возникают пластические деформации. Решая задачу Ламэ о 

толстостенной трубе с учётом сжимаемости материала, получим:  

𝑃пл
′ = σ𝑖т

(𝑅0
2 − 𝑟0

2)

√3𝑅0
4 + (1 − 2𝜇)2𝑟0

4
, 

где 𝑅0 – наружный радиус цилиндра; 𝑟0 – внутренний радиус цилиндра; 𝜇 – 

коэффициент Пуассона. Как показали вычисления, влияние коэффициента 

Пуассона на значение давления 𝑃пл
′  для широкого диапазона толщин 

незначительное и лежит в пределах (0,2…1,4)%, причём чем толще цилиндр, тем 

меньше погрешность, поэтому в дальнейших расчётах сжимаемость материала 

не учитываем: 



𝑃пл
′ =

σ𝑖т

√3

(𝑅0
2 − 𝑟0

2)

𝑅0
2 ,                                                      (5) 

Во втором случае определяем давление, при котором пластическая область 

охватывает всю стенку цилиндрической оболочки. Это давление будем 

рассматривать как максимальное давление автофретирования [15]: 

𝑃𝑚𝑎𝑥
′ =

2𝜆σ𝑖т

√3
ln

𝑅0

𝑟0
+

σ𝑖т

√3
(1 − 𝜆)

(𝑅0
2 − 𝑟0

2)

𝑟0
2 .                                (6) 

Если при автофретировании в стенке цилиндра существует и упругая, и 

пластическая области, то требуемое давление можно определить по формуле 

[15]: 

𝑃′ =
2𝜆σ𝑖т

√3
ln

ρт

𝑟0
+

σ𝑖т

√3

ρт
2

𝑟0
2 (1 − 𝜆 −

𝑟0
2

𝑅0
2) +

σ𝑖т

√3
𝜆,                              (7) 

где ρт – радиус поверхности, разделяющей упругую и пластическую области. 

Для определения условий возникновения вторичных пластических 

деформаций введем новую переменную, характеризующую толщину 

рассматриваемого цилиндра и определяемую как отношение внешнего радиуса 

цилиндра к внутреннему: 𝐻 = 𝑅0 𝑟0⁄ . 

Тогда формулы (5), (6) и (7), определяющие давления, примут вид: 

𝑃пл
′ =

σ𝑖т

√3
(1 −

1

𝐻2
),                                                  (8) 

𝑃𝑚𝑎𝑥
′ =

2𝜆σ𝑖т

√3
ln 𝐻 +

σ𝑖т

√3
(1 − 𝜆)(𝐻2 − 1) ,                             (9) 

𝑃′ =
2𝜆σ𝑖т

√3
ln 𝐻т +

σ𝑖т

√3
𝐻т

2 (1 − 𝜆 −
1

𝐻2
) +

σ𝑖т

√3
𝜆,                     (10) 

где 𝐻 = ρт 𝑟0⁄ . 



Согласно теореме о вторичных пластических деформациях [15], и 

рассматривая разгрузку как повторное знакопеременное нагружение, можно 

записать условие возникновения вторичных пластических деформаций при 

автофретировании: 

𝑃′ ≥ α𝑃пл
′ ,                                                        (11) 

где 𝛼 − обобщенный параметр Мазинга (см. рис. 1). 

Подставляя в уравнение (11) выражения (8) и (10), определяющие давления 

при автофретировании, получим условие возникновения вторичных 

пластических деформаций в самом общем случае для упругопластического 

материала с линейным упрочнением: 

2 𝜆 ln 𝐻т + 𝐻т
2 (1 − 𝜆 −

1

𝐻2) + 𝜆 −  α (1 −
1

𝐻2) ≥ 0.                    (12) 

Для определения 𝐻т введём понятие коэффициента перенапряжения при 

автофретировании – 𝑘т, который определяет положение поверхности, 

разделяющей пластическую и упругую области в долях толщины цилиндра 

𝑘т =
ρт − 𝑟0

𝑅0 − 𝑟0
 ,                                                      (13) 

тогда 𝐻т =  𝑘т𝐻 + (1 − 𝑘т). 

Если рассматривать критические условия, т.е. условия возникновения 

вторичных пластических деформаций, то уравнение (12) примет вид: 

2 𝜆 ln (𝑘т𝐻кр + (1 − 𝑘т)) + (𝑘т𝐻кр + (1 − 𝑘т))
2

(1 − 𝜆 −
1

𝐻кр
2) +                   

+𝜆 −  α (1 −
1

𝐻кр
2) = 0.                                                 (14) 



Из уравнения (14) можно определить, при каком значении 𝐻кр могут 

возникнуть вторичные пластические деформации. Согласно уравнению (14), 

величина 𝐻кр зависит от величины пластической области при автофретитовании, 

определяемой переменной 𝑘т, параметра упрочнения 𝜆  и параметра Мазинга 𝛼, 

который связан с коэффициентом эффекта Баушингера выражением (3). 

Уравнение (14) можно решить численно, задавая значения 𝑘т, 𝜆 и 𝛼. 

Графическая интерпретация численного решения в виде условия (11) 

представлена на рис. 2. В этом случае, определялась возможность появления 

вторичных пластических деформаций при максимальном давлении 

автофретирования (𝑘т = 1) для идеального упругопластического материала (𝜆 =

1), при наличии идеального эффекта Баушингера (𝛼 = 2). 

 

Рис. 2. Графическая интерпретация условия возникновения  

вторичных пластических деформаций 

 



Как видно из графического решения, в цилиндре из идеального 

упругопластического материала возможно появление в процессе разгрузки 

вторичных пластических деформаций только в том случае, если отношение его 

внешнего радиуса к внутреннему превышает значения 𝐻кр = 2,22. Этот 

результат полностью согласуется с решением, полученным В. В. Москвитиным в 

труде [15]. 

Результаты расчётов и их обсуждение 

Для определения условий возникновения вторичной пластической 

деформации в процессе разгрузки при автофретировании, рассмотрим 

результаты расчётов изменения 𝐻кр в зависимости от упрочнения материала, 

характеризуемого параметром 𝜆, при изменении параметра Мазинга 𝛼 и 

коэффициента перенапряжения при автофретировании 𝑘т. 

На рис. 3 представлены результаты определения отношения внешнего 

радиуса цилиндра к внутреннему 𝐻кр, при котором возникают вторичные 

пластические деформации в зависимости от изменения параметра Мазинга 𝛼 при 

максимальном давлении автофретирования (𝑘т = 1). 

Как видно из рис. 3, упрочнение материала и параметр Мазинга оказывают 

значительное влияние на условия возникновения вторичных пластических 

деформаций при автофретировании. В некоторых случаях отношение 𝐻кр может 

уменьшиться от 2,22 до 1,43. 



 

Рис. 3. Определение 𝐻кр в зависимости от 𝜆 при изменении  

параметра Мазинга 𝛼 (𝑘т = 1): 

 1 – 𝛼 = 1.5, 2 – 𝛼 = 1.6, 3 – 𝛼 = 1.7, 4 – 𝛼 = 1.8, 5 – 𝛼 = 1.9, 1 – 𝛼 = 2.0 

 

На рис. 4 представлены результаты определения отношения внешнего 

радиуса цилиндра к внутреннему 𝐻кр, при котором возникают вторичные 

пластические деформации в зависимости от коэффициента перенапряжения при 

автофретировании 𝑘т для идеального эффекта Баушингера (𝛼 = 2). 



 

Рис. 4. Определение 𝐻кр в зависимости от 𝜆 при изменении  

величины пластической области при автофретитовании 𝑘т (𝛼 = 2): 1 – 𝑘т = 0.25, 

2 – 𝑘т = 0.50, 3 – 𝑘т = 0.75, 4 – 𝑘т = 1.0 

 

Как видно из рис. 4, величина пластической области в стенки цилиндра 

оказывает очень большое влияние на возникновение вторичных пластических 

деформаций при автофретировании: при уменьшении коэффициента 

перенапряжения от 1,00 до 0,25, 𝐻кр для идеального упругопластического 

материала увеличивается от 2,22 до 3,80. 

 

Заключение 

Таким образом, согласно проведенным расчетам при увеличении модуля 

упрочнения 𝐸T и уменьшении коэффициента эффекта Баушингера β, отношение 

внешнего радиуса цилиндра к внутреннему 𝐻кр, при котором в процессе 



разгрузки при автофретировании возможно появление вторичных пластических 

деформаций, может значительно уменьшиться, а при уменьшении коэффициента 

перенапряжения 𝑘т – увеличиться. 
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