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Аннотация. Статья посвящена исследованию и разработке методов синтеза 

нелинейных систем автоматического управления с характеристикой типа 

«зона нечувствительности». Рассматривается актуальность задачи синтеза таких 

систем, вызванная растущим спросом на сложные системы управления. В 

качестве математического аппарата предлагается использовать обобщённый 

метод Галёркина, дополненный полиномиальной аппроксимацией нелинейных 

характеристик. Предлагается алгоритм расчёта интегралов Галёркина для 

кусочно-линейной аппроксимации нелинейности «зона нечувствительности». 

Алгоритм реализует пошаговую процедуру вычисления интегралов, 

основывающуюся на определении моментов переключения нелинейности и 

суммировании промежуточных результатов. 
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Abstract. The article is devoted to the study and development of methods for 

synthesizing nonlinear automatic control systems (ACS) with characteristics of the 

"dead zone" type. The relevance of the problem of synthesizing such systems is 

considered, caused by the growing demand for complex control systems operating 

under conditions of strong nonlinearities and external disturbances. The article 

emphasizes that linear models are not always able to adequately reflect reality, so 

special attention is paid to the creation and study of nonlinear ACS. It is proposed to use 

the generalized Galerkin method as a mathematical apparatus. The advantage of this 

approach is that it allows synthesizing control laws for a wide class of systems, 

regardless of their complexity and the order of differential equations describing their 

dynamics. The mechanism of occurrence of dead zones in the characteristics of various 

elements of systems, caused by design features, frictional forces and external loads, is 

considered in detail. It has been established that the presence of such zones has a 

serious impact on the dynamics of the system: in some cases, causing instability and 
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self-oscillations, in others, contributing to improved stability and suppression of 

unwanted oscillations. 

An algorithm for calculating Galerkin integrals for a piecewise linear 

approximation of the "dead zone" nonlinearity is proposed. The algorithm implements 

a step-by-step procedure for calculating integrals based on determining the moments of 

nonlinearity switching and summing up intermediate results. The key conclusion is that 

the use of the proposed method allows increasing the accuracy of the synthesis of 

nonlinear ACS, reducing the risk of adverse consequences associated with the 

appearance of dead zones. It is emphasized that further development of this approach 

will provide the possibility of its wider integration into industrial and scientific areas, 

contributing to the growth of the quality and reliability of control systems. 

Keywords: dead zone, nonlinear systems, polynomial approximation, generalized 

Galerkin’s method, algorithm. 
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Введение 

Современное развитие технологий сопровождается стремительным ростом 

сложности и разнообразия систем автоматического управления (САУ), которые 

используются в различных сферах жизни общества, например, промышленное 

производство, авиация и многое другое. В большинстве случаев реальные 

системы обладают нелинейными свойствами, обусловленными спецификой 

конструкций, физическими законами, а также воздействием внешних факторов 

[1-7]. Линейные модели, несмотря на свою привлекательность с точки зрения 

удобства анализа и синтеза, зачастую неспособны полно и точно отразить 

реальный характер процессов, происходящих в сложных системах. 

Именно поэтому сегодня особенно остро встаёт вопрос о разработке и 

исследовании нелинейных САУ. Данные исследования необходимы для глубокого 
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понимания поведения таких систем, выявления закономерностей и создания 

эффективных методов синтеза, обеспечивающих надежную и качественную 

работу в условиях реальных нелинейных нагрузок и возмущений [7-14]. 

Сложность решения задач синтеза нелинейных САУ обусловлена отсутствием 

универсальных методов и подходов, позволяющих одновременно учитывать всю 

совокупность факторов, влияющих на поведение системы. В работах [15-17], 

предлагается создать программный комплекс, позволяющий с единых 

математических, алгоритмических и методологических позиций решать задачу 

параметрического синтеза при наличии в системе как динамических, так и 

статических нелинейных характеристик. В качестве математического аппарата 

используется обобщенный метод Галёркина. В данной статье рассматривается 

часть программного комплекса, а именно алгоритм расчета интегралов 

Галёркина при кусочно-линейной аппроксимации элемента «зона 

нечувствительности. 

Как известно, в нелинейных САУ с характеристикой «зона 

нечувствительности» поступивший на вход системы или её элемента сигнал 

вызывает реакцию только в том случае, если его величина достигает 

определенного порогового значения. Пока сигнал не превышает этот порог, 

выходной отклик системы отсутствует [18,19]. Данное пороговое значение 

входного сигнала и обозначает величину зоны нечувствительности данного 

устройства или системы в целом. 

Возникновение зон нечувствительности в характеристиках различных 

компонентов может происходить по разным причинам, например, с 

конструктивными особенностями устройств, и прочими факторами. Важно 

отметить, что как природа самой нечувствительности, так и местоположение 

зоны нечувствительности, существенно влияют на динамику работы всей 

системы. В одних ситуациях наличие зоны нечувствительности способно вызвать 

автоколебания, в других — наоборот, поддерживать устойчивость и устранять 

нежелательных автоколебаний. Подобные проявления могут возникать, 

например, из-за предварительной деформации нулевых пружин, наличия сухого 



5 
 

трения в подвижных соединениях элементов САУ, постоянных внешних нагрузок 

и иных обстоятельств [20,21]. 

 

Математический аппарат 

В работе рассматривается обобщенный метод Галёркина как один из 

методов синтеза нелинейных систем управления, содержащих в том числе 

нелинейность «зона нечувствительности». Приводится алгоритм расчета 

интегралов Галёркина для кусочно-линейной аппроксимации нелинейного 

элемента «зона нечувствительности» [22]. 

Вид характеристики «зона нечувствительности» представлен на рисунке 1. 

Математическое описание нелинейной характеристики можно представить в 

виде следующей системы: 

( ),

0, .

( ),

вх вх

вых вх

вх вх

k x b при x b

x при x b

k x b при x b

  


 


   

 

 

Рисунок 1 - Вид нелинейной характеристики «зона нечувствительности». 

 

Вопрос постановки задачи синтеза и общая последовательность ее решения 

с помощью обобщенного метода Галёркина были раскрыты в работах [23,24]. 

Здесь стоит лишь упомянуть, что с математической точки зрения задача синтеза 

нелинейной системы сводится к поиску оптимального значения целевой 

функции следующего вида: 
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где   0
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    0 0 1

0

1 2qti i

qi qB D F x t ,x t e dt B , i , , ,u;


        

  
0

1 1 2qti

qiC D H t e dt, i , , ,v;



   

Для вычисления интеграла Bqi нелинейная функция F[x0(t)] представляется  

в виде обобщенной функции: 

           0
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где tj – моменты переключения нелинейности; F+j(t) и F-j(t) – аналитические 

выражения нелинейной функции соответственно до и после момента 

переключения tj;  F+0(t) = F-1(t) – аналитические выражения нелинейной функции 

в момент времени t = +0; r – число переключений нелинейной функции, 

зависящее от вида характеристики нелинейного элемента F(x) и желаемого 

программного движения x0(t). 

В [23-24] подробно рассмотрены вычисления интегралов Bqi для 

программных движений по ошибке: 

      0

0 1* tx t H e cos t t ,    

и по выходу системы: 
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0 1* t

yx t x H e cos t t .     

Для процесса по ошибке системы интеграл Bqi имеет вид: 
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Для процесса по выходу системы интеграл Bqi имеет вид: 

2 2
;

( )
q

q

V
B 

   
 

( )2 1 * 1

0

1 1
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Программа, реализующая обобщённый метод Галёркина, организована по 

блочно-модульному принципу, как описано в работе [17]. Алгоритм, отвечающий 

за вычисление моментов переключения tj, играет ключевую роль в расчете 

интегралов Bqi. После того, как моменты переключения tj определены, сами 

интегралы Bqi рассчитываются согласно алгоритмам, представленных на 

рисунках 2 и 3. 
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Рисунок 2 - Схема алгоритма расчета интегралов Bqi для нелинейности «зона 
нечувствительности» при желаемом программном движении по ошибке. 
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Исходными данными для работы первой и второй программ являются: 

– параметры желаемого программного движения и координатных функций 

xy, H*, α, β, φ0, ρq ; 

– переменная time, представляющую собой массив моментов переключения 

нелинейного элемента «зона нечувствительности», полученная с помощью 

алгоритма; 

– коэффициенты b и k нелинейности «зона нечувствительности» 

(рисунок 1). 

 

Принцип работы алгоритма (рисунок 2) реализуется следующим образом: 

1. Перед началом расчетов устанавливается переменная m=1. 

2. Запускается цикл for с пунктами 3–10, повторяющийся столько раз, 

сколько элементов содержится в массиве time. По завершении каждого полного 

прохода цикла (пункт 10) переменная j увеличивается на единицу, а затем 

программа переходит к пункту 11. 

3. Проверяется условие m=1. Если условие истинно, выполняется 

переход к пункту 4, иначе – к пункту 5. 

4. Значение переменной m увеличивается на 1, а в первую строку i-го 

столбца матрицы TIME заносится численное значение равное: 

.q jt
e


 

5. Затем проверяется условие m=2. Если оно верно, выполняется возврат 

к пункту 4, иначе – идет к следующему условию. 

6. Далее проверяется условие m=3. Если оно верно, выполняется переход 

к пункту 7, иначе – к пункту 8. 

7. Значение переменной m вновь увеличивается на 1, и аналогично 

пункту 4 обновляется первая строка i-го столбца матрицы TIME, в соответствии с 

выражением: 

.q jt
e


  

8. Проверяется условие m = 4. Если оно выполняется, то осуществляется 

переход к пункту 7, если не выполняется – к пункту 8 
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9. Значение переменной m вновь увеличивается на 1, и аналогично 

предыдущим пунктам обновляется первая строка i-го столбца матрицы TIME в 

соответствии с выражением  

.q jt
e


  

10. В первую строку i-го столбца матрицы RAD записывается 

определенное числовое значение в соответствии с выражением 

( )1

0( 1) sin( ).q jtj

je t
     

11. Переменной TIME_END присваивается сумма всех элементов 

матрицы TIME. 

12. Переменной RAD_END присваивается сумма всех элементов 

матрицы RAD. 

13. Переменной W присваивается значение, определяемое выражением: 

2 2( ) .q    

14. Переменной V присваивается соответствующее значение согласно 

выражению: 

   * 2 2

0 0

2 *

( )cos sin ( )

( ) _ _ .

q q q

q q

H k bk

bk TIME END H k RAD END

                 

           

 

15. В итоге, переменной Bq присваивается итоговое значение в 

соответствии с выражением:  

.q

V
B

W
  

Принцип работы алгоритма (рисунок 3) реализуется следующим образом: 

1. Сначала программа инициализирует переменную m, присваивая ей 

значение равное 1. 

2. Затем запускается цикл for, который последовательно проходит 

пункты 3-4, повторяясь столько раз, сколько элементов содержится в массиве 

time. Переменная j принимает значения равное размеру массива time. По 

завершению цикла выполняется переход к пункту 5. 

3. Внутри цикла в ячейку матрицы TIME первой строки и i-го столбца 

заносится числовое значение, вычисленное по формуле: 
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1( 1) .q jtj e
  

4. Далее в матрицу RAD первой строки i-го столбца помещается значение, 

полученное по формуле: 

( )1

0( 1) sin( ).q jtj

je t
     

5. После завершения цикла, переменной TIME_END присваивается сумма всех 

элементов матрицы TIME. 

6. Аналогично с пунктом 5, переменной RAD_END присваивается сумма всех 

элементов матрицы RAD. 

7. Затем рассчитывается значение переменной W по формуле: 

2 2( ) .q    

8. Далее вычисляется значение переменной V по формуле: 

2 *( ) ( ) _ _ .y q qk x b TIME END H k RAD END           

9. Переменной Bq присваивается итоговое значение, вычисленное по формуле: 

.q

V
B

W
  

Ввод 

исходных 

данных

Начало

Конец

  11, ( 1) q jtiTIME i e
 

 1:j length time

1m 

 _TIME END sum TIME

 _RAD END sum RAD

2 2( )qW      

2

*

( ) ( ) _

_

y q

q

V k x b TIME END

H k RAD END

          

  

q

V
B

W


 
( )1

01, ( 1) sin( )q jtj

jRAD i e t
     

 

Рисунок 3 - Схема алгоритма расчета интегралов Bqi для нелинейности «зона 
нечувствительности» при желаемом программном движении по выходу. 
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Заключение 

В статье рассмотрена важная проблема синтеза нелинейных, обладающих 

нелинейностью типа «зона нечувствительности» систем автоматического 

управления. Традиционные подходы, основанные на линейных моделях, 

зачастую не могут полноценно описать реальные процессы, протекающие в 

таких системах, что диктует необходимость разработки методов синтеза 

нелинейных САУ. Основным результатом исследования является предложение 

комплексного подхода к синтезу нелинейных систем, включающего в себя 

использование обобщённого метода Галёркина. Это позволяет создавать 

математические модели, способные адекватно отражать поведение реальных 

систем, даже в присутствии значительных нелинейностей и возмущений. 

Представленный алгоритм расчёта интегралов Галёркина для 

кусочно-линейной аппроксимации нелинейности «зона нечувствительности», 

позволяет эффективно и точно рассчитывать необходимые интегралы, что 

обеспечивает возможность качественного синтеза законов управления для 

систем с подобными нелинейностями. Итогом исследования является вывод о 

том, что использование предложенного метода существенно повышает точность 

и эффективность синтеза нелинейных систем управления.  
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