
 1 

Электронный журнал «Труды МАИ». Выпуск № 49 www.mai.ru/science/trudy/  

УДК 681.516.7 
 

 

К анализу динамики парашютной системы  

со свободно подвешенным грузом 

 
В.М. Чуркин 

 

 

 

Рассматривается движение в вертикальной плоскости парашютной системы со сво-

бодно подвешенным грузом. При записи уравнений движения  парашют, соединительное 

звено и груз моделируются твердыми телами,  соединенными  идеальными шарнирами. Со-

ставляются  упрощенные нелинейные  уравнения возмущенного движения системы, в кото-

рых учитывается нелинейная зависимость нормальной составляющей аэродинамической си-

лы купола парашюта от угла атаки. Методом гармонической линеаризации находятся выра-

жения, определяющие основные параметры колебательных режимов, возникающих при 

движении системы. Приводится пример, позволяющий сравнить результаты предлагаемой 

теории с результатами численного интегрирования исходных уравнений движения системы. 
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Парашютная система (ПС) со свободно подвешенным грузом – одна из распростра-

ненных моделей ПС, которая состоит из трех связанных шарнирами твердых тел: парашюта, 

соединительного звена (стренги) и груза. В работах [1], [2] описывается вывод уравнений 

движения и линейный анализ такой ПС. Однако, исследования динамических характеристик 

более простых  моделей ПС (геометрически неизменяемой ПС и ПС с шарнирно подвешен-

ным грузом) показывают, что в случаях, когда ткань купола парашюта имеет малую прони-

цаемость, ПС ведет себя как существенно нелинейная система [2], [3].  

Ниже рассматривается движение ПС со свободно подвешенным грузом с учетом не-

линейной зависимости нормальной составляющей аэродинамической силы купола от угла 

http://www.mai.ru/science/trudy/


 2 

атаки, характерной для парашюта,  ткань  купола которого имеет малую проницаемость. 

Считается,  что движение  ПС  происходит в вертикальной плоскости при отсутствии ветра. 

Парашют моделируется  осе симметричным  твердым  телом  с центром давления и центром 

масс, расположенными на оси  симметрии. Соединительное звено крепится к парашюту и 

грузу идеальными шарнирами. Аэродинамические силы, действующие на груз и соедини-

тельное звено, пренебрежимо малы.  

Запишем уравнения движения ПС, разделив ее на три твердых тела: парашют, соеди-

нительное звено и груз [2]. Принимая во внимание, что на парашют действуют нормальная N 

и касательная T составляющие аэродинамической силы купола, сила тяжести ПG  и сила ре-

акции в шарнире F1, используя связанную c парашютом систему координат XOY, будем 

иметь (рис.1) 

                                               

                                                                                                                     

 

            

 

 

Рис.1.  
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Здесь ОyОx V,V  проекции вектора скорости шарнира О на оси системы XOY; DV скорость 

центра давления  купола парашюта (точки D) 

2

DOy

2

Ox

2

D )lV(VV  ; 

 угловая скорость вращения парашюта;  угол тангажа парашюта; NT C,C коэффици-

енты касательной и нормальной составляющих аэродинамической силы купола  

 

CT = CT( );   CN = CN( ); 

 

  угол атаки купола 
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ПG  вес парашюта; y1x1 F,F  проекции на оси системы XOY силы реакции F1 в шарнире О; 

ПП J,m  масса и момент инерции парашюта относительно оси, проходящей через точку О; 

 662611 ,, коэффициенты присоединенных масс парашюта; DC l,l  расстояния от начала О 

системы XOY до центра тяжести С и центра давления D парашюта; s – характерная площадь 

парашюта;  плотность воздуха. 

На  соединительное звено действуют силы реакций F1  и  F2   в  шарнирах  О  и  О1  и  

сила  тяжести  G1  (рис.2).   Уравнения движения соединительного звена составим в проекци-

ях на оси  связанной  системы X1O1Y1         

   

 

 

 

 

Рис.2.  
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где y1x1 V,V  проекции  вектора  скорости шарнира О1 на оси  системы  X1O1Y1; 1  абсо-

лютная угловая скорость вращения соединительного звена; 1  угол между осями ОX и 

О1X1 ; 1G  вес соединительного звена; y2x2 F,F  проекции на оси системы X1O1Y1 силы ре-

акции F2 в шарнире О1; 11 J,m  масса и момент инерции соединительного звена относитель-

но оси, проходящей через точку О1; 1l расстояние от центра тяжести соединительного звена 

до шарниров О и О1. 

При записи уравнений движения груза используем связанную систему координат 

X2O2Y2, начало которой совместим с центром тяжести груза. Полагая, что груз движется под 

действием  силы  тяжести 2G  и  силы  реакции  2F  в шарнире  О1, находим (рис.3) 

 

   

 

 

 

 

Рис.3.  
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12
2

dt

d



.                                                                                                               (3) 

 

Здесь y2x2 V,V  проекции  вектора  скорости  центра тяжести  груза  на оси  системы 

X2O2Y2; 2  абсолютная угловая скорость вращения груза; 2  угол между осями О1X1  и  

О2X2 ; 2G  вес груза; 22 J,m  масса и момент инерции груза относительно оси, проходящей 

через точку О2; 0l расстояние от центра тяжести груза до шарнира О1. 

Исключая из уравнений (1) – (3) проекции сил реакций в шарнирах О и О1 и  учитывая, что 
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перейдем к более удобной для последующего анализа безразмерной форме записи уравнений 

движения ПС  
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00V , 0TC значения скорости шарнира О и коэффициента TC , соответственно, в установив-

шемся режиме движения ПС. 

Составим систему упрощенных нелинейных уравнений возмущенного движения ПС, 

которые соответствуют уравнениям системы (4). Невозмущенным движением ПС будем счи-

тать ее поступательное движение с постоянным углом атаки 
n

 . Полагая, что в возмущен-

ном движении     
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n1 cosxu  ;  n2 sinxv  ;  3xr  ;  41 xr  ;  3xr  ;  52 xr  ; 6x ;  71 x ;   82 x ;    

9n x ;  0TT CC  , 

 

будем иметь 

 515515414414313313212212 xg'xbxg'xbxg'xbxg'xb  

                                              0xg'xxg'xxg'x 919981887177  ; 

  0xCgxgxg'xb'xb'xb'x 9nN296265255254243232  ; 

0)x(Cgxgxgxg'xb'x'xb 9nN396365354344343232  ; 

0)x(Cgxgxgxg'xb'xb'xb'xb 9nN49747646545545444343242  ; 

0)x(Cgxgxgxgxg'xb'xb'xb'xb 9nN59858757656555555454353252  ; 

0'xx 63  ; 
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0'xxx 854  .                                                                                                                               (5) 
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Ограничиваясь рассмотрением колебательных процессов, будем искать решение си-

стемы (5) в виде   1i0ii xxx  ;   ii1i *tsinAx  ;  i = 2   9. Проведем гармоническую 

линеаризацию функции )x(C 9nN  , представив 

 

9109nN JxJ)x(C  ,                                                                                                                  (6) 

 

где 0J , J коэффициенты гармонической линеаризации [4] 

 

  *tdxC
2

1
J

2

0

9nN0 


 


; 

  *td*tsinxC
A

1
J

2

0

9nN

9




 


. 

 

Подставляя выражение (6) в уравнения системы (5) и переписывая полученные урав-

нения в операторной форме, будем иметь 

 

         51515414143131321212 xgsbxgsbxgsbxgsb  

                                                    0xgsxgsxgs 919818717  ; 

    0JJgxgxgsbsxbsxbsx 029626525254243232  ; 

    0JJgxgxgxgsbsxsxb 039636535434343232  ; 

    0JJgxgxgxgsbsxbsxbsxb 04974764654545444343242  ; 

    0JJgxgxgxgxgsbsxbsxbsxb 05985875765655555454353252  ; 

0sxx 63  ; 

0sxxx 743  ; 

0sxxx 854  .                                                                                                                             (7) 

 

Уравнения (7) распадаются на две системы, которые соответствуют постоянным и пе-

ременным составляющим искомого решения. Из системы для постоянных составляющих 

находим 
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0J0  .                                                                   (8) 

 

Системе для переменных составляющих  

 

         51515414143131321212 xgsbxgsbxgsbxgsb  

                                                    0xgsxgsxgs 919818717  ; 

  0Jgxgxgsbsxbsxbsx 29626525254243232  ; 

  0Jgxgxgxgsbsxsxb 39636535434343232  ; 

  0Jgxgxgxgsbsxbsxbsxb 4974764654545444343242  ; 

  0Jgxgxgxgxgsbsxbsxbsxb 5985875765655555454353252  ; 

0sxx 63  ; 

0sxxx 743  ; 

0sxxx 854  ,    

                                                                                                                   

соответствует характеристическое уравнение вида 

 

0)s(JG)s(B  ,                                                                                                                               (9) 

 

где  







7

0

8sB)s(B ;     





8

1

8sG)s(G . 

 

Подстановка  js  в уравнении (9) приводит к системе, устанавливающей связь  

между значениями   и  J  искомых периодических колебаний 

 

    0GGGGJBBBB 8

2

6

4

4

6

2

2

6

2

4

4

2

6

0  ; 

  0GGGGJBBBB 7

2

5

4

3

6

17

2

5

4

3

6

1  .                                                  (10) 
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 Дополняя систему (10) выражениями для коэффициентов 0J , J  и равенством (8), по-

лучим выражения, определяющие значения амплитуды ,A9  частоты   и смещения 90x  цен-

тра искомых колебаний. Устойчивость колебаний проверяется с помощью уравнения (9). 

Пример.  Требуется  исследовать  периодические  колебания  в  продольной плоскости  

ПС со свободно подвешенным грузом при следующих значениях ее параметров    

 

7,0C 0T  ;  3

21N ccC  ;  22,0c1  ;  552,0c2  ;  999,0 ; 2,01  ; 05,0C  ;    

09,02626  ;   7,0C  ;   2,01  ;   25,00  ;   0,1 ;  02,0C  ; 66,1z  ;   

6,01  ;    k = 1,0;   i = 0,8.  

 

Для заданной функции CN( ) находим 

 

  







 2

990П

3

90

2

90П90

2

П20 Ax
2

3
xx3x2cJ ; 









 2

9

2

9090П

2

П2 A
3

3
)x

2

3
x3(2cJ ;       

0)( 1П  ;   632,0)( 3,2П  . 

 

Отсюда с учетом равенства (8) записываем 

 

П190)x(  ;   2

9

2

ПП3,290 A
2

3
)x(  ;                                                                               (11) 

)cJ(
c3

4
)A( 2

П2

2

19  ;   )Jc2(
c15

4
)A( 2

П2

2

3,29  .                                                              (12) 

 

Подсчитываем коэффициенты характеристического уравнения (9) 

 

B0 = 0,0648;   B1 = 0,0364;  B2 = 0,31;  B3 = 0,176;  B4 = 0,034;  B5 = 0,0194;  

B6 = 0,001;  B7= 0,0005;  
 
G1 = 0,137;  G2 = 0,148;  G3 = 0,332;  G4 = 0,476;   

G5 = - 0,2;  G6 = 0,094;  G7 = 0,012;  G8 = - 0,0042.   

 

Полагая  9NN xCC  , где   
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2

П21
N

N c3c
C

C

П

















 , 

 

устанавливаем, что в линейном приближении при 632,0П   невозмущенное движение ПС  

устойчиво, а при 0П   неустойчиво. Из системы (10) и выражений (11), (12) находим   

 

508,0 ;   333,0J  ;   632,0)x( 190  ;   0652,0)x( 290  ;   198,1)x( 390  ; 

156,1)A( 19  ;  228,0)A()A( 3929  . 

 

Проверяя полученные решения на устойчивость, устанавливаем следующее.  

Первое решение с параметрами   

 

632,0)x( 190  ;  156,1)A( 19  ;  508,0 ; 

 

соответствует режиму автоколебаний относительно установившегося снижения ПС с нуле-

вым углом атаки )0( П  .  

Второе решение с параметрами   

 

0652,0)x( 290  ;  228,0)A( 29  ; 508,0 ; 

 

и третье решение с параметрами  

 

198,1)x( 390  ;  228,0)A( 29  ;  508,0 ; 

 

характеризуют неустойчивые периодические колебания относительно установившихся сни-

жений ПС с  углами атаки 632,0)( 3,2П  . 

Таким образом, колебания устойчивой в линейном приближении ПС в окрестности 

рассматриваемого  невозмущенного  движения  (установившегося  спуска с углом атаки 

П
 = 0,632) будут затухающими только в том случае, если начальные значения угла атаки 
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)0(  (при нулевых значениях возмущений остальных переменных) удовлетворяют нера-

венству 

 

  794,00339,0  .                                                                                                                     (13) 

                  

При  значениях )0( , не  удовлетворяющих  неравенству  (13),  вертикальное  снижение ПС 

происходит в режиме автоколебаний с амплитудой 156,1A9   и частотой 508,0 .   

На рис.4 для сравнения представлены зависимости  *t , построенные по резуль-

татам численного решения системы (5) при 7,0)0(  (рис. 4а) и 96,0)0(   (рис. 4б). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 4.  
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Как показывают расчеты, соединительное звено может служить важным элементом 

ПС с точки зрения не только конструкции (например, удобства подвески груза), но и дина-

мических характеристик. Так, увеличение длины звена 1l  заметно расширяет диапазон 

начальных значений угла атаки, при которых колебания устойчивой в линейном приближе-

нии ПС с нелинейной зависимостью CN( ) будут затухающими. 
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