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Аннотация. В данной статье рассмотрены сферы применения матричных 

вычислений. Приведено описание подходов к выполнению операции умножения 

матриц. Рассмотрены основные методы оптимизации обработки матриц на 

программном и аппаратном уровне. Рассмотрены основные виды цифровых 

устройств, в основу работы которых положен принцип параллельно-конвейерной 

обработки информации. Предложено систолическое устройство для быстрого 

умножения квадратных бинарных матриц размером n × n, отличительной 

особенностью которого является конвейеризация операции чтения данных из 

специализированной многопортовой памяти. Выполнена оценка аппаратной 
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сложности предложенного устройства, а также ее сравнение с аппаратной 

сложностью устройства-прототипа на базе систолических структур. Полученные 

результаты показали, что устройство для умножения бинарных матриц с 

конвейеризацией операции чтения данных из специализированной многопортовой 

памяти обладает в 5,5 – 8,8 раз большей аппаратной сложностью по сравнению с 

устройством-прототипом в зависимости от размера матрицы n при снижении времени 

обработки бинарных матриц размером n < 2000 до 200 раз, что является 

целесообразным для практической реализации предложенного устройства с 

использованием FPGA или ASIC. 

Ключевые слова: умножение матриц, оценка аппаратной сложности, многопортовая 
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Abstract. This article discusses the application areas of matrix calculations. It describes 

approaches to performing matrix multiplication. It considers the main methods for 

optimizing matrix processing at the software and hardware levels. It considers the main 

types of digital devices based on the principle of parallel-pipeline processing of information. 

It proposes a systolic device for fast multiplication of square binary matrices of size n × n, 

the distinctive feature of which is the pipelining of the data reading operation from a 

specialized multiport memory. It evaluates the hardware complexity of the proposed device 

and compares it with the hardware complexity of a prototype device based on systolic 

structures, in which the corresponding structural and functional organization of multiport 

memory was proposed, providing reading of 2n pairs of matrix coefficients each cycle, 

which is significantly better than classical memory (for example, DDR or GDDR), 

providing reading of only one operand per cycle. During the evaluation of its performance, 

it was found that with an increase in the size of the processed matrices n > 64, the device 

operating time (pipeline cycle) is still limited by the rate of data receipt from the memory. 

The results obtained showed that most of the equivalent gates are spent on the 

implementation of specialized memory, and also that the device for multiplying binary 

matrices with pipelining the data reading operation from specialized multiport memory has 

5.5 – 8.8 times greater hardware complexity compared to the prototype device depending 

on the matrix size n with a decrease in the processing time of binary matrices of size n < 
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2000 to 200 times, which is appropriate for the practical implementation of the proposed 

device using FPGA or ASIC. 

Keywords: matrix multiplication, performance evaluation, multiported specialized memory, 

specialized computing facilities, systolic computing facilities 
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Введение 

Необходимость в обработке матриц возникает при решении большого 

количества научно-практических задач. К ним относятся системы, работающие в 

реальном времени, принимающие решения за короткий временной интервал (как 

правило, не более нескольких десятков миллисекунд) [1-3], системы спутниковой и 

инерциальной навигации [4], алгоритмы роевого управления БПЛА с элементами 

кластерного анализа [5], графовые задачи с построением маршрутов и 

использованием матриц смежности в графах [6], построение матриц достижимости и 

контрдостижимости в графах [7], определение состава бинарных отношений [8], 

решение задач линейной алгебры, систем дифференциальных уравнений в матричном 

виде и так далее. Необходимость в их быстром выполнении делает задачу разработки 

устройств для быстрой обработки матриц актуальной.  

Существует два основных подхода реализации матричных вычислений: 

программный и аппаратный. При программной реализации алгоритма классического 

https://trudymai.ru/eng/published.php?ID=185649
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умножения матриц одним из главных недостатков является низкая эффективность 

использования кэш-памяти процессора, что приводит к увеличению времени 

обработки и снижению реальной производительности вычислительной системы. С 

целью снижения временных затрат на умножение матриц существует ряд 

алгоритмических оптимизаций, например, умножение с буферизацией j-го столбца 

или блочное умножение, которые позволяют эффективно использовать кэш-память 

процессора, увеличивая реальную производительность используемой 

вычислительной системы приблизительно до 6 раз [9]. Учитывая однородность 

расположения данных в памяти, указанные алгоритмы допускают эффективную 

векторизацию с использованием соответствующего расширения системы команд 

CPU (SSE или AVX), что позволяет дополнительно снизить вычислительные затраты 

на величину приблизительно до 3 раз [10-11]. 

Еще одним известным направлением для снижения временных затрат на 

матричные вычисления является умножение матриц на графических процессорах 

(GPU) в рамках концепции GPGPU. Использование параллельных программных 

реализаций, ориентированных на использование технологий CUDA, OpenCL, 

STREAM для GPU [12-14] позволяет ускорить выполнение умножения матриц. 

В случае, если на программном уровне время выполнения операции умножения 

матриц оказывается неприемлемо долгим, то возможен перенос данной операции с 

программного уровня на аппаратный путем разработки специализированного 

вычислительного устройства. На аппаратном уровне существует ряд подходов по 

реализации операции умножения матриц. Их можно разделить на три основные 

группы:  
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1. Устройства на оптических элементах [15-17]. Несмотря на их теоретическую 

привлекательность, в настоящее время они не используются на практике.  

2. Устройства, основанные на аналоговых вероятностных принципах обработки 

сигналов [18]. Эти устройства имеют встроенные вероятностные свойства и могут 

допускать статистическую погрешность. Несоответствие их стандартам (IEEE 754) и 

низкая точность ограничивают их применение в современных практических задачах.  

3. Цифровые устройства, в основу работы которых положен принцип 

параллельно-конвейерной обработки информации [19]. На сегодняшний день эта 

группа является наиболее распространенной. Устройства, основанные на принципах 

параллельной и конвейерной обработки, позволяют эффективно выполнять 

умножение матриц. К устройствам данной группы можно отнести умножители Бо-

Вули, Брауна, Бута и другие [20-21]. Данная группа характеризуется существенным 

выигрышем во времени обработки матриц, позволяя выполнять операцию умножения 

матриц за линейное время.  

В ряде алгоритмов (построение матриц достижимости и контрдостижимости в 

графах, транзитивное замыкание бинарных отношений) возникает необходимость 

умножения бинарных матриц, что позволяет дополнительно снизить аппаратную 

сложность и повысить быстродействие соответствующих устройств. 

Устройства данного направления можно разделить на две основных группы: 

1. Устройства на базе систолических структур (патент РФ на полезную 

модель № 157948. URL: https://patents.s3.yandex.net/RU157948U1_20151220.pdf). 

2. Итерационные устройства (патент РФ на изобретение № 2744239. URL: 

https://patents.s3.yandex.net/RU2744239C1_20210304.pdf). 

https://patents.s3.yandex.net/RU157948U1_20151220.pdf
https://patents.s3.yandex.net/RU2744239C1_20210304.pdf
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Отличительной особенностью вычислительных устройств на базе 

систолических структур является их высокое быстродействие, однако они обладают 

существенно большей аппаратной сложностью, что является препятствием для их 

практической реализации при умножении матриц большого размера. Устройства 

обработки бинарных матриц, основанные на итерационном подходе, в отличии от 

систолических, характеризуются умеренным быстродействием и низкой аппаратной 

сложностью, однако они допускают эффективную реализацию досрочного 

прерывания процесса умножения выбранной пары строки и столбца бинарных 

матриц, что позволяет сократить необходимые вычислительные затраты до 2 – 3 

порядков при выполнении умножения неплотных бинарных матриц. 

Стоит отметить, что для каждого конкретного случая (размер матриц, 

плотность матриц, ограничение на аппаратную сложность устройства) возможен 

выбор одного из перечисленных выше аппаратных подходов к реализации операции 

умножения матриц на практике. 

На основании вышеизложенной информации, в данной статье предложено 

устройство, основанное на систолическом принципе умножения, целью которого 

является снижение затрат времени чтения информации из памяти путем реализации 

специализированной многопортовой памяти. В устройстве-прототипе (патент РФ на 

полезную модель № 193927. URL: 

https://yandex.ru/patents/doc/RU193927U1_20191121) была предложена 

соответствующая структурно-функциональная организация многопортовой памяти, 

обеспечивающая чтение 2n пар коэффициентов матриц каждый такт, что 

существенно лучше классической памяти (например, DDR или GDDR), 

https://yandex.ru/patents/doc/RU193927U1_20191121
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обеспечивающей чтение только одного операнда за такт. В ходе оценки его 

быстродействия [22] было выявлено, что с увеличением размера обрабатываемых 

матриц n > 64 время работы устройства (конвейерный такт) по-прежнему 

лимитируется темпом поступления данных из памяти. Особенностью предложенного 

в статье устройства является конвейеризация операции чтения данных из 

многопортовой памяти. 

Основное внимание в данной статье уделяется оценке аппаратной сложности 

предложенного устройства и ее сравнению с аппаратной сложностью прототипа. 

Оценка аппаратной сложности устройства-прототипа 

Существует устройство обработки бинарных матриц на базе систолических 

структур (патент РФ на полезную модель № 193927. URL: 

https://yandex.ru/patents/doc/RU193927U1_20191121), которое является прототипом 

для разработанного устройства для умножения квадратных бинарных матриц с 

конвейеризацией операции чтения данных из специализированной многопортовой 

памяти.  

Произведем расчет и оценку его аппаратной сложности. 

 

https://yandex.ru/patents/doc/RU193927U1_20191121
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Рис. 1. Функциональная схема прототипа 

Аппаратная сложность прототипа складывается из сложности блока хранения 2 

и 3, сдвигового регистра 4, группы из n двухступенчатых регистров 51 – 5n и матрицы 

n × n операционных блоков 1 (рис. 1). 
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Рис. 2. Схема блока хранения прототипа  
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Блок хранения устройства обработки бинарных матриц на базе систолических 

структур включает в себя: элемент И 17 сложностью 2 эквивалентных вентиля; 

триггер 16 сложностью 4 эквивалентных вентиля; группу элементов И 181 – 18n 

сложностью 2 эквивалентных вентиля каждый; группу элементов ИЛИ 191 – 19n 

сложностью 1 эквивалентный вентиль каждый (рис. 2). 

Совокупная аппаратная сложность ячейки блока хранения устройства 

обработки бинарных матриц на базе систолических структур определяется как 

R1 прот. = 2⏟
И 17

 + ( 2⏟
И 18

+ 1⏟
ИЛИ 19

) × n + 4⏟
TT 16

 = 6 + 3n. 
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Рис. 3. Схема блока коэффициентов матрицы прототипа 

Аппаратная сложность блока коэффициентов матрицы устройства обработки 

бинарных матриц на базе систолических структур складывается из аппаратной 
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сложности n × n блоков хранения и аппаратной сложности блока элементов ИЛИ 34 

(рис. 3): 

R2 прот. = n2R1 прот. + n × (n – 1)⏟      
ИЛИ

341 – 34n

 = n2 × (6 + 3n) + n2 – n = 7n2 + 3n3 – n. 
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Рис. 4. Схема операционного блока устройства 

Операционный блок устройства обработки бинарных матриц на базе 

систолических структур (рис. 4) содержит: двухступенчатый триггер 6 сложностью 8 

эквивалентных вентилей, двухступенчатый триггер 7 сложностью 8 эквивалентных 

вентилей, двухступенчатый триггер 8 сложностью 8 эквивалентных вентилей; 

элемент И 9 сложностью 1 эквивалентный вентиль; элемент ИЛИ 10 сложностью 1 

эквивалентный вентиль; элемент И 11 сложностью 1 эквивалентный вентиль, элемент 

И 12 сложностью 1 эквивалентный вентиль, элемент ИЛИ 13 сложностью 1 

эквивалентный вентиль, инвертор 14 сложностью 1 эквивалентный вентиль. 
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Аппаратная сложность операционного блока прототипа определяется как 

R3 прот. = 8⏟
TT 6

+ 8⏟
TT 7

+ 8⏟
TT 8

+ 1⏟
И 9

+ 1⏟
ИЛИ 10

+ 1⏟
И 11

+ 1⏟
И 12

+ 1⏟
ИЛИ 13

+ 1⏟
инвертор 14

= 30, 

а матрицы n × n операционных блоков как 

R4 прот. = n2 × R3 прот. = 30n2. 

Аппаратная сложность прототипа в целом складывается из сложности блоков 

блока хранения, набора регистров 4 и 51 – 5n, причем аппаратная сложность регистра 

4 – 4n эквивалентных вентилей, сложность каждого из двухступенчатых регистров 5 

группы – 8n эквивалентных вентилей, в группе n  регистров, матрицы n × n 

операционных блоков:  

R5 прот. = 2R2 прот. + 4n + 8n2 + R4 прот. = 2 × (7n2 + 3n3 – n) + 4n + 8n2 + 30n2 = 14n2 +  

+ 6n3 – 2n + 38n2 + 4n = 6n3 + 52n2 + 2n. 

Оценка аппаратной сложности предложенного устройства 

Оценим аппаратную сложность предложенного устройства. 

Оценку аппаратной сложности будем производить в эквивалентных вентилях, 

понимая под эквивалентным вентилем одно- или двухвходовой логический элемент, 

выполняющий элементарную логическую операцию. Аппаратная сложность 

устройства складывается из сложности блока хранения 2 и 3, сдвигового регистра 4, 

группы из n двухступенчатых регистров 51 – 5n и матрицы n × n операционных блоков 

1 (рис. 5). 
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Рис. 5. Функциональная схема устройства 

Блок коэффициентов матрицы 2, 3 включает в своем составе n × n блоков 

хранения 15, (n – 1) двухступенчатых регистров 391 – 39n-1, (n – 1) двухступенчатых 

регистров 401 – 40n-1, n × n двухступенчатых триггеров 4111 – 41nn и n × (n – 1) 

элементов ИЛИ 4211 – 42n, n-1. 
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Рис. 6. Функциональная схема блока хранения устройства 
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Блок хранения 15 предлагаемого устройства включает в себя: элемент И 17 

сложностью 2 эквивалентных вентиля; триггер 16 сложностью 4 эквивалентных 

вентиля; группа триггеров 281 – 28n сложностью 8 эквивалентных вентилей каждый; 

группа триггеров 291 – 29n сложностью 8 эквивалентных вентилей каждый; группа 

элементов И 181 – 18n сложностью 2 эквивалентных вентиля каждый; группа 

элементов ИЛИ 191 – 19n сложностью 1 эквивалентный вентиль каждый; группа 

триггеров 301 – 30n сложностью 8 эквивалентных вентилей каждый (рис. 6). 

Совокупная аппаратная сложность блока хранения ячейки памяти 

предлагаемого устройства для умножения квадратных бинарных матриц 

определяется как 

R1 = 2⏟
И 17

+ ( 2⏟
И 18

+ 1⏟
ИЛИ 19

) × n + 4⏟
TT 16

 + 8n⏟
TT 

281 – 28n

+ 8n⏟
TT
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+ 8n⏟
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= 6 + 27n. 
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Рис. 7. Схема блока коэффициентов матрицы устройства 
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Аппаратная сложность блока коэффициентов матрицы предлагаемого 

устройства (рис. 7) складывается из аппаратной сложности n × n блоков хранения и 

аппаратной сложности групп триггеров 4111 – 41nn и групп элементов ИЛИ 4211 – 

42nn: 

R2 = n2R1⏟
блок 

хранения 15

+ 8n2⏟
TT 

4111 – 41nn

+ n ×(n – 1)⏟      
ИЛИ

4211 – 42nn

= n2× (6 + 27n) + 8n2 + n × (n – 1) =  

= 15n2+ 27n3– n. 

Аппаратная сложность операционного блока и матрицы n × n операционных 

блоков у предложенного устройства и прототипа совпадают: 

R3 = R3 прот.; 

R4 = R4 прот.. 

Аппаратная сложность предлагаемого устройства умножения квадратных 

бинарных матриц в целом складывается из сложности блоков блока хранения, набора 

регистров 4 и 51 – 5n, причем аппаратная сложность регистра 4 составляет 4n 

эквивалентных вентилей, сложность каждого из двухступенчатых регистров 5 группы 

– 8n эквивалентных вентилей, в группе n регистров, матрицы n × n операционных 

блоков:  

R5 = 2R2⏟
блок 

хранения

+ 4n⏟
Рг 4

+ 8n2⏟
Рг

51 – 5n

+  R4 ⏟
операционный

блок 15

= 2 × (15n2 + 27n3– n) + 4n + 8n2 + 30n2 =  

 = 30n2+ 54n3 – 2n + 30n2 + 4n + 8n2 = 54n3 + 68n2 + 2n. 

Анализ результатов 

Проведем сравнение аппаратной сложности двух устройств при одинаковых n. 

Разница в аппаратной сложности определяется по формуле 
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η = 
R5 

R5 прот. 
 = 

54n3 + 68n
2

 + 2n

6n3 + 52n
2
 + 2n

. 

Значения величины аппаратной сложности для предлагаемого устройства 

умножения квадратных бинарных матриц с конвейеризацией операции чтения 

данных из специализированной многопортовой памяти, рассчитанные для различных 

n, приведены в табл. 1. 

 

Оценка аппаратной сложности предложенного устройства 

Таблица 1 

n Предложенное устройство, ЭВ 

10 6,1 × 104 

100 5,4 × 107 

1000 5,4 × 1010 

 

Значения величин аппаратной сложности специализированной памяти и 

систолической части прототипа и предложенного устройства, рассчитанные для 

различных n, приведены в табл. 2. 

Оценка аппаратной сложности специализированной памяти и систолической части 

прототипа и предложенного устройства 

Таблица 2 

n RRAM прот., ЭВ RRAM, ЭВ Rсист. прот., ЭВ Rсист., ЭВ 

2 140 588 120 
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4 744 4072 480 

8 4496 30096 1920 

16 30240 230944 7680 

32 2,2 × 105 1,8 × 106 3,0 × 104 

64 1,7 × 106 1,4 × 107 1,2 × 105 

128 1,3 × 107 1,1 × 108 4,9 × 105 

256 1,0 × 108 9,1 × 108 2,0 × 106 

512 8,1 × 108 7,2 × 109 7,9 × 106 

1024 6,5 × 109 5,8 × 1010 3,1 × 107 

2048 5,2 × 1010 4,6 × 1011 1,2 × 108 

 

Полученные оценки аппаратной сложности (табл. 2) позволяют сделать вывод 

о том, что большая часть эквивалентных вентилей расходуется на реализацию 

специализированной памяти. 

Значения величины аппаратной сложности для предлагаемого устройства и 

прототипа, рассчитанные для различных n, приведены в табл. 3. 

Сравнительная оценка аппаратной сложности предложенного устройства с 

прототипом 

Таблица 3 

n Предложенное устройство, ЭВ Прототип, ЭВ Разница, раз 

10 6,1 × 104 1,1 × 104 5,5 

100 5,4 × 107 6,5 × 106 8,3 
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1000 5,4 × 1010 6,1 × 109 8,8 

 

Заключение 

Из представленных данных следует, что прототип обладает в 5,5 – 8,8 раз 

меньшей аппаратной сложностью по сравнению с предложенным устройством для 

умножения матриц с конвейеризацией операции чтения данных из 

специализированной многопортовой памяти в зависимости от размера матрицы n.  

Не смотря на то, что предложенное устройство обладает большей аппаратной 

сложностью, по предварительным оценкам, оно обеспечивает снижение временных 

затрат до 200 раз при умножении квадратных бинарных матриц размером n < 2000, 

что является целесообразным для практической реализации предложенного 

устройства с использованием FPGA или ASIC.  
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