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Аннотация. В статье приводится математическое обоснование возможности 

проектирования специальной структуры армирования профилированных 

композитных элементов с заданной формой прогиба, что может быть применено 

при создании конструкций космического базирования. В качестве примера 

изложен способ обеспечения требуемой линии прогиба при изгибе нагруженной 

концевой силой консольной балки, у которой ширина и высота сечений 

изменяются вдоль продольной оси балки по степенным законам. Условие 

равнопрочности в балке типа «констэра» с постоянной площадью поперечного 

сечения при этом может не выполняться, но важны другие два свойства: 

сохранение числа волокон в каждом сечении и возможность обеспечения при 

выбранном виде нагружениия заданной формы изгиба нейтральной линии.  
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Abstract. This paper presents a mathematical justification for the feasibility of 

designing a specialized reinforcement structure for profiled composite elements with a 

specified deflection shape, which can be applied to the creation of space-based 

structures. As an example, a method is presented for ensuring the required deflection 

line during bending of a cantilever beam loaded with an end force, in which the width 

and height of the sections vary along the longitudinal axis according to power laws. The 

condition of uniform strength in a cantilever beam with a constant cross-sectional area 

may not be satisfied, but two other properties are important: maintaining the number 

of fibers in each section and the ability to ensure a specified neutral line bending shape 

under a given loading type. 
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Введение 

Развитие аддитивных композитных технологий приводит к возможности 

изготавливать «ажурные» профилированные конструкции с заданными 

механическими характеристиками [1-4]. Если еще 10 лет назад казалось 

невозможным изготовление композитных стержней с переменными размерами, 

но с постоянной площадью сечения (балки «констэра»), то в настоящий момент 

появились возможности реализовать подобные проекты с помощью технологии 

3D печати непрерывными волокнами. В связи с развитием подобной технологии 

заманчиво выглядит создание непосредственно в космосе конструкций 

рефлекторов антенн и телескопов без ограничения габаритных размеров, 

поскольку, чем больше размер рефлектора, тем выше разрешающая способность 

антенны или телескопа. Применение профилированных композитных стержней в 

подобных конструкциях поможет решить задачи геометрической стабильности 

при воздействии инерционных сил, а также при нагреве конструкции солнечным 

светом [5,6]. 

Одно из основных преимуществ полимерных волокнистых композитных 

материалов (ПКМ) состоит в том, что материал и сама конструкция создаются 

одновременно [7-9], и это преимущество может быть в полной мере реализовано 

при изготовлении конструкций космического базирования непосредственно на 

орбите.  

В статье речь пойдёт о проектировании крупногабаритных рефлекторов 

антенн, которые по ряду понятных причин проще создавать в космосе, чем 

доставлять с земли, поскольку в космосе отсутствуют принципиальные 

ограничения по габаритам конструкций типа платформ, солнечных батарей или 

антенн. При создании подобных конструкций на орбите незаменимы легко 

формуемые материалы, для изготовления изделий из которых не требуются ни 

высокие температуры, ни значительные усилия, ни сложная многоступенчатая 

технология. Всё это суммируется в низкую энергоёмкость производства, и 

именно этим свойством обладают легкие пластики, армированные прочными 

волокнами. При создании конструкции непосредственно в космосе она не 

обязана быть складываемой, а это и есть одно из самых сложных требований при 
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проектировании и изготовлении космических конструкций на земле, ведь при 

изготовлении в космосе не нужны подвижные соединительные элементы и 

приводы для раскрытия конструкции [10-11]. В статье рассмотрен принцип 

проектирования формы и структуры армирования композитных стержней, из 

которых состоит рефлектор антенны и при изгибе которых получается 

параболическая поверхность антенны заданной кривизны.  

Композитные балки и стержни, работающие на изгиб как упругие 

элементы, получили достаточно широкое применение [12-16] и в технике, и в 

спорте. Всё дело в возможной накопленной упругой энергии, которая для 

однонаправленного стеклопластика в пересчете на килограмм массы 

многократно выше, чем для других конструкционных материалов. Это 

уникальное свойство определяется сочетанием высокой прочности, низкого 

модуля упругости и малой плотности. Основная сложность применения 

композитов связана с отработкой технологии создания конструкции заданной 

пространственной формы. Традиционными «послойными» технологиями создать 

подобные конструкции проблематично, хотя такие достаточно успешные 

попытки предпринимались [17]. Появление возможности управлять укладкой, 

если не отдельных волокон, то нити - сильно расширило область проектирования 

и изготовления композитных элементов конструкций заданного профиля. 

Разрабатываемые технологии 3D печати без поддержки позволят создавать 

непосредственно на орбите трехмерные конструкции космического базирования 

[18]. 

Проектирование профилированной балки. Задание изменения размеров (w 

– ширины, t - высоты) прямоугольного поперечного сечения профилированной 

балки по её длине l имеет большое значение для обеспечения служебных 

характеристик [19]. Цели и соответствующие законы профилирования могут 

быть различными, но наиболее естественными и удобными представляются 

степенные зависимости (см. рис. 1), поскольку они соответствуют степенному 

характеру изменения изгибающего момента при наиболее распространенных 

видах нагружения (сосредоточенная сила, распределенная нагрузка): 

           
α β

1 ; 1 ; 0;1xw x w x t x t x x
l

    . (1) 
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Создание «равнопрочного» профилирования 

Для волокнистых композитов условие отсутствия перерезанных волокон 

является критическим, именно поэтому композитные элементы конструкции 

проектируют, не предполагая последующую механическую обработку. Для 

композитных балок условие постоянства площади поперечных сечений (сколько 

волокон вышло из корневого сечения, столько же дошло до крайнего) является 

логичным и обоснованным. Это одно из двух условий для нахождения 

неизвестных коэффициентов α и β. Второе условие может быть принято из 

различных соображений, например, из условия равнопрочности – постоянства 

максимального изгибного напряжения в любом сечении по длине балки, не 

превышающего некоторое допустимое значение:  

   
       

 
 1 2

2 2

6 6
2 1.

1 1 1 1

P l P l
l x x

w t w t

 
   

  
      

 
 (2) 

Условие постоянства площади сечения из (1) имеет вид:  

При выполнении условий (3) и (2) из (1): 

и эти значения соответствуют форме «ажурной» балки «констэра» («constarea» – 

constant area), схематически показанной на рисунке 1.  

 

 
 

Рисунок 1 – Равнопрочная балка констэра с концевыми участками 

 

Необходимость участка постоянной ширины ближе к краю балки связана с 

тем, что невозможно «идеально» профилировать композитную балку – толщина 

       1 1 0.w x t x w t       (3) 

1, 1,     (4) 
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на краю согласно (1), (4) должна была бы равняться нулю, ширина – 

бесконечности. При подобном показанному на рисунке 1 изменении размеров 

очень сильно меняются по длине механические характеристики балки из 

волокнистого композита: модуль упругости и прочность зависят от направления 

армирования, если направление волокон изменяется на значительный угол, то 

эти характеристики сильно снижаются [20]. Подобные балки интересны как 

накопители упругой энергии [2,3,19], поскольку позволяют повысить 

максимальный прогиб при той же нагрузке без потери прочности, что приводит 

для заданных жесткости и прочности к снижению необходимого веса балки в 3 

раза [3], что важно для упругих элементов подвески транспортных средств и с 

успехом применяется на некоторых современных автомобилях [21, 22].  

Обеспечение заданной формы прогиба 

Линию прогиба балок v(x), у которых ширина и высота сечения меняются 

по степенным законам (1), можно в линейной постановке описать, интегрируя 

уравнение равновесия:  

   

 

 
  

 

 
 
     

 

 
 

2

2

0

2 2 31 2 1 3

0 00

3 2 31 3 3 3

0 00

3

0

; 0;
( )

1
( ) ; 3 2 ;

1 1 2 3

1 3 2
; 3 3 .

1 2 3 1 2 3 3 3 3 3

0
3 1 1 /

d v P x
v l v l dx ldx

dx E I x

P l xP l x dx
v x

E I E I

P l x dx P l x
v x x

E I E I

P l
v

E I

  

   

 
 

 
 

       



  

   


     

   
     

 

      
      

        










 
.

3   

(5) 

Также, максимальный прогиб можно получить из энергетического 

принципа Кастильяно  

 
 

   

 
       

2

0

3 3 3 3
2 3 0

0 0 00

0 ; .

( )
0 .

1 1 3 3 3 1 1 / 3

l

l l

M x
v P dx M P x

E x I x

Pl xP Pl
v x dx

E I E I E I

   
 

   

  
 

   



  

   




 

 

где  M x P l x  
 - изгибающий момент в произвольном сечении; E(х)=Е0 – модуль 

упругости однонаправленного материала, предполагаемый в первом 

приближении постоянным по длине балки;
 

   31 1
1

12

w t
I




 – момент инерции 
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сечения в заделке; 
 

   
   

3
α 3β

1
12

w x t x
I x I x


  

 - момент инерции сечения с 

координатой х. 

Задача вычисления прогибов для получения наглядных результатов 

решается здесь в «четырежды линейной» постановке [19]: прогибы и углы 

поворота сечений предполагаются малыми, что соответствует реальной форме 

антенны, в которой при радиусе 3м «глубина» составляет порядка 30мм. 

Материал предполагается линейно упругим, используется гипотеза плоских 

сечений и дополнительные прогибы от межслойных сдвигов не учитываются, так 

как длина стержня в десятки раз превышает его толщину.  

Поскольку необходимо получить параболическую форму прогиба, 

принимаем α+3β=m для упрощения выражения (4) и при m = 1 получаем: 

 
   

     

   
 

 2

3
3

3

-

00

0

2

3 2 ;
(1) 2

.

3

1
2

2 1
2 (1) 1

mP l
v x x m x m

E I m m

P l
m

E
v x l x

E I

P l
x x

I

      
     


  




  

 

(6) 

Для равнопрочной балки констэры из (4) m=2, и правило интегрирования в 

(5) изменяется, и в результате: при α = -1, β = 1:  

 
 

   
 

3 3

0 0

ln 2 1 ; 0 .
1 1

P l P l
v х x x x v

E I E I

 
      

 (7) 

Максимальный прогиб такой идеальной балки в 3 раза больше прогиба 

прямоугольного прототипа (рис. 2), что приводит к росту предельной 

накопленной упругой энергии в подобных профилированных элементах 

конструкций.  

 

Рисунок 2 - Формы прогиба балок: прямоугольной (α = β =0) и с различными показателями 

степени α и β 
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Этапы проектирования 

На начальной стадии проектирования конструкций инженер для 

удовлетворения эксплуатационных требований практически ничем не 

ограничен, кроме как багажом знаний и умений. По мере уточнения проекта 

вступают в силу ограничивающие факторы, которые могут потребовать 

существенного изменения задуманной конструкции. Для рефлекторов антенн 

космического базирования основным лимитирующим фактором является сила 

земного тяготения, которая действует на конструкцию при её доставке на 

орбиту. Как только удастся совместить места производства и эксплуатации таких 

систем, исчезнут и многие ограничения. На первый план выйдут правила 

проектирования конструкций с заданными характеристиками.  

Традиционная форма рефлектора – параболоид вращения (рис. 3), именно 

при такой форме принимаемые антенной лучи фокусируются в одной точке. 

Достичь такой формы можно различными способами, и самый надежный из них – 

изготовить заранее. Но при этом приходится изготавливать идеально изогнутую 

конструкцию, что непросто даже в земных условиях, а ещё сложнее - в космосе.     

 

а      б 

Рисунок 3 - Параболоид вращения с основными характеристиками образующей его 

параболы (а) и внешний вид раскрывающейся зонтичной антенны (б) 
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Для решения поставленной задачи возможен и нестандартный путь: 

изготавливать не параболическую конструкцию, а конструкцию, прогиб которой 

при схеме нагружения, условно показанной на рисунке 1, будет параболой. В (6) 

выражение в квадратных скобках отвечает за форму линии прогиба. И если это 

выражение привести к квадратному трехчлену, приняв m=1 (чтобы наибольший 

показатель степени при x был равен 2), то линия прогиба будет параболой, 

положение фокуса которой зависит от нагрузки. Добавляя второе условие 

сохранения площади поперечного сечения, найдём требуемые значения 

показателей степеней α и β в (1): 

1
0 2

.
3 1 1

2

 

  

    
 

  

 (8) 

Линия прогиба такой балки показана на рисунке 2 синим цветом, 

изменение размеров сечения на рисунке 4. Максимальный прогиб такой балки 

при заданной силе в 1.5 раза больше, чем прогиб прямоугольной балки.  

 

Рисунок 4 - Изменение ширины и толщины сечений по длине балки 

 

Из рисунка 4 видно, что балка параболического прогиба менее «ажурная», 

чем балка констэра, что означает менее интенсивное изменение модуля 

упругости по длине, и поэтому прямоугольный концевой участок такой балки 

можно сделать более коротким. Но изменение толщины происходит не по 

линейному закону, что вызовет определенные сложности при изготовлении. 
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Схема рефлектора, составленного из подобных балок, показана на рисунке 

5. Кривизну рефлектора подобного типа можно контролировать изменением 

усилия на свободном крае балки. Расположенный по окружности и проходящий 

по свободным концам балок трос с регулируемым натяжением на взгляд авторов 

может справиться с задачей регулировки прогиба. Подобные способы задания 

профиля рефлектора рассчитывали, например, в [23]. 

 

 

Рисунок 5 - Внешний вид рефлектора, состоящего из балок с параболическим прогибом 

Интересен вопрос о «раскрытии» рефлектора, т.е. о том, какой должен быть 

максимальный угол φ между касательной к профилю балки в точке, наиболее 

удаленной от центра рефлектора, и продольной осью (рис. 4), или о 

максимальном прогибе балок, из которых состоит рефлектор. От «раскрытия» 

рефлектора зависит количество «пойманных» лучей, хотя оно не прямо 

пропорционально внутренней площади параболоида и зависит не только от 

геометрии рефлектора, но и от плотности этих лучей, и при выборе размеров 

рефлектора нужно задаться некоторыми дополнительными условиямим. В 

космических телескопах «Гершель» и «Хаббл» с едиными (не 

сегментированными, как у «Уэбба») первичными зеркалами, расстояние v (рис. 5) 

составляет очень небольшую (менее 5%) долю от радиуса рефлектора R, (~1% - 

«Хаббл», ~3% - «Гершель»). Очевидно, это связано с компоновочными 

соображениями, но если создавать конструкцию рефлектора в космосе, то 

подобные условия соблюдать не обязательно.   
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Выводы 

Принципиально возможно создать такие законы изменения размеров 

прямоугольных сечений консольной балки, чтобы при нагружении концевой 

силой линия её прогиба представляла собой параболу, что представляет научный 

и практический интерес. Условие равнопрочности или равнонапряженности при 

этом не выполняется, да и не требуется – важны другие два свойства: сохранение 

числа волокон (констэра) и форма прогиба нейтральной линии. Речь идет в 

основном не о технологии выкладки, а о способе нагружения, чтобы балка 

приняла заданную форму. Кроме изменения размеров сечений принципиальным 

остается влияние углов разориентации волокон на локальный эффективный 

модуль, а значит – на форму прогиба, но в данной статье эти вопросы не 

затронуты. 

Заключение 

Волокнистые композиты, как и природные материалы, позволяют 

реализовать некоторые новые, ранее неизученные эффекты. Один из них – это 

управление формой линии прогиба с помощью создания специальной структуры 

армирования и геометрии балки. Потребуется уточненный анализ и усилия 

технологов для создания балок заданного профиля из волокнистых композитов, 

но в качестве первого шага – в статье показано, что получение балки с заданного 

формой прогиба возможно.   
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