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Аннотация. В работе представлен метод построения триангулированной 

оболочки CAD-модели, состоящей из множества тел, разработанный на основе 

математической модели упругой деформации. Математическая модель включает 

расчет «сил» деформации и упругости, реализованный в алгоритме 

компьютерного моделирования таким образом, чтобы предотвращать 

вырождение треугольников и их самопересечения. Расчет включает: 

определение силы растяжения/сжатия на рёбрах и высотах треугольников 

оболочки; определение силы изгиба оболочки и силы ее притяжения к исходной 

геометрии. Для обеспечения численной устойчивости в алгоритме для расчета 

шага итерационного интегрирования введён параметр, ограничивающий 

максимальное смещение вершин за одну итерацию. Преимущества 

разработанного метода и алгоритма заключаются в их устойчивости к мелким 

особенностям и дефектам геометрии, обеспечении связанности треугольников, 

гладкости в соответствии с заданными геометрическими допусками и 
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особенностями оборачиваемых тел. Алгоритм предназначен для использования в 

пакетах программ семейства CAD/CAE и может быть использован для решения 

широкого круга задач компьютерного моделирования. Апробация метода и 

алгоритма приведена на примере построения граничных условий в задаче 

численного моделирования течения на основе метода контрольных объемов 

(CFD-моделирование) с использованием генератора гекса-сеток с подвешенными 

узлами. 

Ключевые слова: триангулированная оболочка; метод построения; CAD-сборка; 

CFD-моделирование. 
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Abstract. This paper presents a method for constructing a triangulated shell of a CAD 

model composed of multiple bodies, developed on the basis of a mathematical model of 

elastic deformation. The mathematical model includes the computation of deformation 

and elasticity «forces» implemented within a computer simulation algorithm in a way 

that prevents triangle degeneration and self-intersections. The computation comprises: 

determining stretching/compression forces acting on edges and on triangle heights of 

the shell; determining shell bending forces; and determining the attraction force that 

pulls the shell toward the original geometry. To ensure numerical stability, the 

algorithm introduces a parameter used in the iterative integration step calculation that 

limits the maximum displacement of vertices per iteration (a CFL-type restriction in the 
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sense of bounding per-iteration motion by a characteristic local length scale). The 

advantages of the developed method and algorithm are stated as robustness to small 

features and geometric defects, preservation of triangle connectivity, and achieving 

smoothness in accordance with prescribed geometric tolerances and the characteristics 

of the wrapped bodies. The algorithm is intended for use in CAD/CAE software families 

and can be applied to a wide range of computer modeling tasks. The method and 

algorithm are tested on an example related to setting up boundary conditions in a 

computational fluid dynamics (CFD) flow simulation based on the finite volume 

method, using a hexahedral mesh generator with hanging nodes. The method is 

validated on a defective multi-body assembly example, including a car geometry case. 

The results demonstrate that combining elastic constraints with attraction to the 

source geometry enables obtaining a closed shell and improves shape stability 

compared with a variant that relies on attraction only. The resulting triangulated shell 

is intended for practical application in geometry processing pipelines and preparation 

of computational models based on surface envelopes. 

Keywords: multibody assembly; shell generation; elastic deformation; CFD modeling. 

 

Введение 

Задача о построении триангулированной оболочки многотельной CAD-

сборки (CAD – computer aided design – автоматизированное проектирование) 

актуальна для различных процессов цифровой поддержки жизненного цикла 

изделий [1; 2; 3; 4]. В частности, одним из важнейших этапов формирования 

вычислительного проекта по CFD-моделированию течений (CFD – computational 

fluid dynamics – вычислительная динамика жидкости) вблизи объектов техники, 

состоящих из множества тел – так называемой CAD-сборки – является 

определение обтекаемой поверхности. Обтекаемая поверхность используется 

для построения сеточной модели в методе контрольных объемов и постановки 

граничных условий задачи CFD-моделирования. В большинстве известных 

пакетов программ определение обтекаемой поверхности выполняется или на 

этапе подготовки геометрии области течения, или на этапе построения сеточной 

модели – в зависимости от методики работы с конкретной программой (Fluent, 
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CFX, StarCCM+, OpenFoam и др.) [5, 6, 7, 8, 9, 10]. Пример схемы вычислительного 

проекта по CFD-моделированию обтекания компоновки крыла и оперения 

показан на рисунке 1: каждый элемент этой схемы является частью GUI, через 

который вызывается соответствующая программа со своим графическим 

интерфейсом и соответствующими затратами времени на ее загрузку, памяти и 

пр. Эти этапы являются достаточно трудоемкими и зачастую наиболее 

длительными в процессе подготовки вычислительного проекта по CFD-

моделированию. 

 

 
Рисунок 1 – Схема вычислительного проекта в Ansys Workbench [5] 

 

Рассматриваемый же в данной работе подход позволяет вычеркнуть 

первые 2 этапа этой схемы и в разы ускорить расчёт вычислительных проектов. 

В рамках ANSYS типовой подход к подготовке CFD-проекта для Fluent/CFX 

строится вокруг единого пайплайна Workbench: импорт/сборка CAD → 

подготовка геометрии (SpaceClaim или DesignModeler) → построение области 

течения (enclosure/вычитание твердых тел, закрытие протечек, устранение 

самопересечений, дефичеринг мелких элементов) → присвоение именованных 

наборов граней (Named Selections) для граничных условий → построение сетки 

(ANSYS Meshing, Fluent Meshing, ICEM CFD, TurboGrid) → постановка и расчет в 

решателе → постобработка [11]. Практически важно, что определение 

обтекаемой поверхности в ANSYS часто материализуется как набор именованных 

граней/тел, которые должны быть топологически согласованы и 
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«водонепроницаемы», иначе дальнейшие этапы (автоматическая генерация 

домена/сеток, корректная постановка BC) становятся нестабильными и 

начинают требовать ручного исправления геометрии [12]. 

Для Fluent распространены два сценария: (1) классический Workbench-

сценарий с сеткой из ANSYS Meshing и дальнейшей настройкой в Fluent 

(инфляционные слои, локальные размеры, poly/hexcore в зависимости от 

доступных модулей), и (2) workflow «Watertight Geometry» или «Fault-tolerant 

meshing» непосредственно во Fluent Meshing, когда упор делается на устойчивую 

автоматизацию подготовки «грязной» CAD-геометрии и быстрое получение 

расчетоспособной сетки. Для CFX чаще держится разделение: сетка готовится 

внешними средствами (ANSYS Meshing или ICEM CFD), а постановка задачи 

выполняется в CFX-Pre с характерными для CFX интерфейсами/моделями 

(например, многочисленные варианты сопряжений, вращающиеся области). На 

практике различие не в уравнениях, а в том, где именно происходят затраты по 

времени: Fluent часто позволяет быстрее дойти до первого результата на 

сложной геометрии за счет более агрессивной автоматизации и терпимости к 

дефектам CAD, тогда как CFX нередко требует более аккуратной сетки и более 

дисциплинированной подготовки области, но дает удобную постановку для 

классов задач типа канальных течений со сложными сопряжениями [13, 14]. 

Отдельный класс составляют бессеточные пакеты, такие как ParticleWorks, 

где вместо объемной сетки используются частицы. Их сильная сторона – задачи 

со свободной поверхностью, брызгообразованием, переливом, перемешиванием, 

взаимодействием жидкости с движущимися твердыми телами, где построение 

качественной сетки при больших деформациях домена становится узким местом. 

Но «без сетки» не означает «без геометрии»: границы все равно задаются 

поверхностным представлением (обычно треугольной оболочкой), и требования 

к корректности обтекаемой поверхности остаются – замкнутость, отсутствие 

самопересечений, правильные нормали, разумная детализация. Ограничения 

тоже принципиальные: точность определяется шагом частиц (для тонких 

пограничных слоев нужно резко увеличивать число частиц), устойчивость 

диктует малые шаги по времени, а для внешней аэродинамики и необходимости 
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точного описания трения/отрыва метод часто становится вычислительно 

тяжелым и менее предсказуемым по погрешности, чем классический FVM на 

качественной сетке [15]. 

Переход от CAD-сборки к обтекаемой поверхности в вычислительном 

смысле почти всегда сводится к построению триангулированной оболочки 

(часто в формате STL/OBJ/PLY) и последующей обработке этой оболочки: ремонт 

топологии (закрытие щелей, удаление самопересечений, обеспечение 

манефолдности), сохранение острых кромок/разрывов нормали, а затем 

ремешинг для получения приемлемых размеров и качества треугольников. 

Ключевой момент: численные методы (и сеточные, и бессеточные) требуют 

дискретной границы, поэтому «определение обтекаемой поверхности» 

фактически включает выбор допусков триангуляции (например, угловой допуск) 

и правил уплотнения по кривизне, иначе либо теряются важные геометрические 

детали, либо появляется избыточная дискретизация, которая делает 

сетку/частицы слишком дорогими [16]. 

Во многих CFD-пайплайнах широко применяют врапперы – алгоритмы, 

которые строят новую триангулированную оболочку вокруг исходной 

многотельной геометрии. По сути это формализованная процедура получения 

расчётоспособной обтекаемой поверхности, где важны не столько идеальная 

CAD-точность, сколько замкнутость, отсутствие самопересечений, корректная 

ориентация нормалей и управляемая детализация. На практике выделяют 

несколько классов врапперов.  

Поверхностные (проекционные, shrinkwrap-типа) стартуют с некоторой 

опорной сетки и итеративно притягивают её к исходной геометрии (проекцией 

на ближайшие точки/по лучам/по нормали). Они быстры и удобны, когда 

исходник относительно чистый, но плохо лечат топологические дефекты и легко 

наследуют проблемы: щели, самопересечения и разрывы часто превращаются в 

нестабильные места на дальнейшей генерации домена.  

Объёмные (SDF-wrap) сначала переводят CAD/треугольники в объёмное 

представление (воксели, октодерево или signed distance field), затем извлекают 

изоповерхность (например, по порогу расстояния) и уже её ремешат. Этот класс 
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чаще даёт устойчивый замкнутый результат и переносит проблемную сборку в 

корректную оболочку ценой дискретизационной ошибки, зависящей от 

разрешения.  

Отдельно встречаются гибридные подходы, которые сочетают агрессивное 

закрытие дефектов с локальным восстановлением поверхности и последующим 

ремешингом. В прикладных задачах это обычно то, что позволяет быстро 

получить первую сетку на сложной сборке без длительного использования 

инструментов графического интерфейса для перестроения фрагментов 

поверхности. 

С инженерной точки зрения различия между видами врапперов 

проявляются в том, какие геометрические огрехи они считают допустимыми и 

какими параметрами управляется результат.  

В настоящей работе предлагается автоматизированный подход к 

определению обтекаемой поверхности многотельной геометрии, который 

позволяет уйти от необходимости ручного построения геометрии области 

течения и поверхностной сетки, с последующим выполнением сеточного 

разбиения области течения контрольными объемами с подвешенными узлами и 

срезанными ячейками. 

Исходная обтекаемая поверхность рассматривается как замкнутая 

треугольная оболочка, заданная вершинами, рёбрами и треугольниками, а также 

исходной геометрией, относительно которой задаются целевые 

(недеформированные) параметры: длины рёбер, высоты в треугольниках и 

целевые двугранные углы между смежными треугольниками. Каждому типу 

воздействия назначается свой коэффициент жёсткости.  

На каждой итерации вычисляется суммарная сила в каждой вершине как 

сумма нескольких вкладов: по каждому ребру действует пружинная сила 

растяжения/сжатия по закону Гука, стремящаяся довести длину ребра до 

целевого значения. По каждому треугольнику добавляется сила сохранения 

высоты, полученная как градиент потенциальной энергии отклонения высоты 

от целевой. По каждому внутреннему ребру, общему для пары треугольников, 

считается двугранный угол и добавляется сила, стремящаяся приблизить 
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текущий угол к целевому (с учётом выпуклости и порога критического угла). Все 

рассчитываемые силы нацелены на сохранение качества треугольников. 

Дополнительно для вершин вводится сила притяжения, которая гарантирует 

схождение оболочки к исходной геометрии.  

 После этого, для каждой вершины локально вычисляется предикат-

корректор, с учётом которого находится значение минимальной длины ребра и 

по аналогии с CFL задаётся верхний предел смещения, то есть шаг движения 

вершин принудительно изменяется по локальным для каждой ячейки 

параметрам.  

 Затем выполняется обновление координат вершин с этим ограничением 

смещения, возвращаются фактические смещения, и цикл останавливается, когда 

максимальное смещение за итерацию становится меньше заданного допуска или 

когда исчерпано заранее заданное предельное количество итераций.  

Моделирование деформации оболочек является важной задачей в 

компьютерной графике и математическом моделировании инженерных задач. 

Предлагаемая модель использует дискретное представление оболочки в виде 

треугольной сетки и систему физически обоснованных сил для управления 

деформацией.  

 

Основные понятия разрабатываемой математической модели 

Для обозначения основных элементов триангулированной оболочки 

используются следующий формализм: 

 множество вершин: , где  – координата i-й вершины. 

 исходная геометрия:  

 множество рёбер: . Ребро  соединяет вершины  и  

 множество треугольников: . Треугольник  задаётся тройкой 

вершин  

Перечень производных геометрических величин включает следующие 

наименования: 

 длина ребра:  
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 площадь треугольника:  

 высота треугольника:  

 нормаль треугольника:  

Целевые параметры, определяемые в процессе решения математической 

модели: 

  – длина ребра  в недеформированном состоянии 

  – высота из вершины  в треугольнике  в недеформированном 

состоянии 

  – целевой двугранный угол между смежными треугольниками 

  – критический двугранный угол. 

Для двух смежных треугольников  и с общим ребром  и учитывая 

выпуклость получаемого двугранного угла:   

В качестве управляющих коэффициентов математической модели 

используются «коэффициенты жёсткости» триангулированной сетки: 

  – коэффициент жёсткости растяжения 

  – коэффициент сохранения высоты 

  – коэффициент изгиба 

  – коэффициент притяжения к исходной геометрии 

В процессе численного решения уравнений разрабатываемой 

математической модели используются следующие параметры, определяющие 

устойчивость решения: 

 число Куранта-Фридрихса-Леви:  

 минимальная длина ребра:  , 

где  – множество вершин, смежных с вершиной . 

 максимальное смещение:  

3. Система сил модели  
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В процессе решения задачи упругой деформации триангулированной 

оболочки важным является определение системы силы, действующих на каждый 

узел оболочки. 

Сила растяжения или сжатия , действующая на вершину  со стороны 

ребра , моделируется в соответствии с законом Гука (1). 

 

(

1) 

где  – множество вершин, смежных с вершиной . 

 Схема действия сил растяжения/сжатия рёбер, действующих на 

вершины треугольника показана на рисунке 2. 

 
Рисунок 2 – Система сил растяжения/сжатия рёбер 

 

Обеспечение сохранения геометрического качества треугольников, 

препятствующее их вырождению в процессе деформации, обеспечивается 

требованием по сохранению высоты треугольников. Потенциальная энергия , 

затрачиваемая на изменнеие высоты треугольника, рассчитывается в 

соответствии с формулой (2). 

 

(

2) 

Сила , действующая на вершину  рассчитывается по формуле (3). 

 (
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3) 

Градиент высоты  определяется по формуле (4). 

 

(

4) 

где градиент площади треугольника: 

 

Полная сила , действующая на вершину , рассчитывается по формуле (5). 

 

(

5) 

Схема действия сил сохранения высот, действующих на вершины 

треугольника показана на рисунке 3. 

 
Рисунок 3 – Система сил сохранения высот 

 

Сила, действующая на общие вершины треугольников, вычисляется как: 

 

(

6) 

где . 

Схема действия сил раскрытия двугранного угла между треугольниками, 

действующих на вершины показана на рисунке 4. 
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Рисунок 4 – Система сил раскрытия двугранного угла 

 

Для обеспечения соответствия (морфологического подобия) оболочки 

оборачиваемой многотельной конструкции используется сила притяжения к 

исходной геометрии, которая рассчитывается по формуле (7). 

 
(

7) 

В результате получается, что положение узла триангулированной сетки 

определяется как результат суперпозиции сил в соответствии с формулой (8). 

 
(

8) 

Алгоритм расчета положения узлов триангулированной сетки таким 

образом сводится к решению системы уравнений (9). 

 

 

 

 

(

9) 

Листинг псевдокода основного цикла, реализующего решение системы 

уравнений (9), показан на рисунке 5. 
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Рисунок 5 – Листинг псевдокода основного цикла реализации математической модели 

 

Блок-схема основного алгоритма показана на рисунке 6. 

 
Рисунок 6 – Блок-схема описываемого алгоритма 



14 
 

Апробация разработанной математической модели и алгоритма реализации 

Апробация разработанной математической модели и алгоритма 

реализации было произведено над моделью автомобиля с большим количеством 

ошибок геометрии – самопересечения, многолистность, граничные рёбра 

(показаны красным на рисунке 7). Для апробации было проведено два теста: 

притягивание вершин к исходной геометрии без использования модели 

деформации (результат стягивания показан на рисунке 8) и с использованием 

этой модели (результат стягивания показан на рисунке 9): красным цветом на 

иллюстрациях изображены грани дефектных треугольников, которые 

перекрываются или являются многолистными. Иллюстрации показывают, что 

применение предложенной модели деформации позволяет получить достаточно 

качественную триангулированную оболочку исходной многотельной геометрии. 

 
Рисунок 7 – Выбранная для тестирования геометрия с самопересечениями 

 
Рисунок 8 – Результат стягивания без учёта модели упругой деформации 
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Рисунок 9 – Результат стягивания с учётом модели упругой деформации 

 

Для того, чтобы детально удостовериться в корректности реализуемого 

алгоритма рассмотрим примеры исправления триангуляции поверхностей 

капота (рисунки 10 и 11) и двери модели (рисунки 12 и 13). 

 
Рисунок 10 – Результат триангуляции фрагмента поверхности капота без учёта модели 

упругой деформации 

 
Рисунок 11 – Результат триангуляции фрагмента поверхности капота с учётом модели упругой 

деформации 
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На рисунке 10 видно полное вырождение ряда треугольников на капоте 

модели, соседи которых помечены красным цветом и наблюдается сильное 

сгущение треугольников в правой части рисунка, которые к этому очень близки. 

На рисунке же 11 показано, что при использовании алгоритма контроля 

деформации треугольников можно избежать такой ситуации и вернуть сетке 

равномерность и консистентность. На рисунке 12 изображено вырождение ряда 

фасеток на двери исходной при отсутствии алгоритма упругой деформации. На 

рисунке 13 показан результат применения модели с учётом алгоритма упругой 

деформации, который противодействует вырождению треугольников в 

геометрии оболочки.  

 

 
Рисунок 12 – Результат стягивания поверхности двери без учёта модели упругой деформации 

 

 
Рисунок 13 – Результат стягивания поверхности двери с учётом модели упругой деформации 
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Заключение 

Предложенный метод аппроксимации, направленный на сглаживание 

нагруженных узлов сетки и выравнивание поверхностного разбиения 

эффективен в качестве инструмента препроцессинга для вычислительной 

гидродинамики. Модель позволяет кратно сократить временные затраты на 

расчет сложных геометрических моделей. Универсальность подхода 

обуславливает его высокую востребованность не только в аэрокосмических 

технологиях и инженерном анализе (CAE), но и в смежных дисциплинах, таких 

как компьютерная графика, где задача построения качественной полигональной 

сетки является первостепенной. В ракетно-космической отрасли применение 

предложенной модели триангуляции позволит повысить эффективность 

процесса определения аэродинамических характеристик в ходе численного 

моделирования за счет ускорения процедуры выделения обтекаемой геометрии 

и построения сеточной модели из конструкторской многотельной сборки. 
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