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Аннотация 

Для анализа и синтеза нестационарных непрерывных и, в общем случае, непрерывно-

дискретных систем управления разработан спектральный метод расчета [1-4]. В последнее 

десятилетие в практике цифровой обработки сигналов нашли широкое применение вейвлет-

преобразования [5, 6, 7-9] сходные с обычным преобразованием Фурье, но лучше 

описывающие локальные свойства функций в спектральной области. Применение вейвлетов 

для анализа линейных нестационарных систем управления в базисах вейвлетов рассмотрено 

в работах [10, 11-12]. В работах [11, 1] дискретные вейвлеты строятся путем дискретизации 

непрерывных вейвлетов. В работе [8] разработан алгоритм построения дискретного 

ортонормированного p -этапного вейвлет-базиса на отрезке ]1,0[ −L . 

В данной статье рассматриваются алгоритмы построения p -этапных дискретных 

ортонормированных и биортонормированных вейвлет-базисов и демонстрируется их 

реализация в пакете расширения MLSY_SM СКМ Mathcad [11, 12]. 
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1. Основные понятия и определения построения p -этапного дискретного вейвлет-

базиса 

Рассмотрим способ построения дискретных вейвлет-базисов, предложенный в работе 

М. Фрейзера [8]. В этом способе для построения дискретных вейвлет-базисов используются 

коэффициенты низкочастотных фильтров { }N
kkh 0= , которые порождают аналогичные 

непрерывные вейвлет-базисы с компактным носителем [5]. 
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Пусть ]1,0[ −= LZ L . Будем рассматривать L -мерное векторное пространство над 

полем C  

( ) ( ) ( ){ }10,)(:)1(,),1(),0(,,, 110
2 −≤≤∈−=== − LjCjzLzzzzzzzZl LL KK  

с обычным покомпонентным сложением и скалярным умножением 
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Пусть ( ))1(,),1(),0( −= Lzzzz K . Тогда для }1,,1,0{, −∈ Llm K  дискретное прямое и 

обратное преобразование Фурье запишем в виде 
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Определим оператор сдвига kR  на k тактов для LZn∈  как 

( ) )()( knznzRk ÷= ,     (4) 

где 
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Для ( )LZlwz 2, ∈  свертку ( )LZlwz 2∈∗  запишем в виде 
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Предположим, что ( )MZlw 2
2∈ . Тогда { } 1

02
−
=

M
kk wR  есть ортонормированное множество из 

M  элементов тогда и только тогда, когда 2)(€)(€ 22 =++ Mnwnw  при 1,,1,0 −= Mn K . 

Ортонормированный базис ( )MZl 2
2  вида 

{ } { } 1
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1
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= ∪ M

kk
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для некоторых ( )MZlvu 2
2, ∈  называется вейвлет-базисом первого этапа ( )MZl 2

2 , а u  и v  

порождающими векторами вейвлет-базиса первого этапа. 

Для Zn∈  определим )(nA  - систему матриц из u  и v , равенством 
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Тогда система (6) есть ортонормированный базис ( )MZl 2
2  тогда и только тогда, когда 

система матриц )(nA  из u  и v  унитарная для каждого 1,,1,0 −= Mn K . 

Это эквивалентно условиям: 

2)(€)(€ 22 =++ Mnunu ,     (8) 

2)(€)(€ 22 =++ Mnvnv      (9) 

и 

0)(€)(€)(€)(€ =+++ ∗∗ MnvMnunvnu     (10) 

для всех 1,,1,0 −= Mn K . 

Заметим, что вектор u  часто называют термином "отцовский вейвлет", он содержит 

низкие частоты (низкочастотный фильтр), а v  - термином "материнский вейвлет", он 

содержит высокие частоты (высокочастотный фильтр).  

Если вектор ( )MZlu 2
2∈  такой, что { } 1

02
−
=

M
kk uR  есть ортонормированное множества из M  

элементов, а ( )MZlv 2
2∈  определен равенством 

)1()1()( 1 kukv k ÷−= ∗−     (11) 

для всех k . Тогда { } { } 1
02

1
02

−
=

−
= ∪ M

kk
M
kk vRuR  есть вейвлет-базис первого этапа пространства 

( )MZl 2
2 . 

Определим операцию отбрасывания компонент с нечетными индексами отображением 

( ) ( )MM ZlZlD 2
2

2: → , положив для ( )MZlz 2
2∈  

)2())(( nznzD =      (12) 

при 1,,1,0 −= Mn K , а операцию вставки нуля между двумя смежными значениями 

отображением ( ) ( )MM ZlZlU 2
22: → , положив для ( )MZlz 2∈  
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Оператор D  называют оператором сгущающей выборки или децимации, а U  - 

оператором разряжающей выборки. 

Тогда l -кратная композиция этих операторов определяется отображениями 

( ) ( )lLL
l ZlZlD 2/

22: → , ( ) ( )LL
l ZlZlU l

2
2/

2: →  и дается формулами 

)2())(( nznzD ll =       (14) 
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Предположим, что L  делится на p2 . Последовательность вейвлет-фильтров p -го этапа 

есть последовательность векторов pp vuvuvu ,,,,,, 2211 K  таких, что для каждого pl ,,3,2,1 K=  

( )12/
2, −∈ lLll Zlvu  и матрицы 
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унитарны для всех 1)2/(,,,1,0 −= lLn K . 

Если L  делится на l2 , то ( )12/
2, −∈ lLll Zlvu  для pl ≤≤2  и 1

2
0 1 −≤≤ −l

Ln  можно 

определить равенствами 
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Здесь pp vuvuvu ,,,,,, 2211 K  есть p -этапная последовательность вейвлет фильтров. 

Положим 11 vf =  и 11 ug = . Определим ( ) plZlgf Lll ,,3,2,, 2 K=∈  по формулам 

( )l
l

ll vUgf 1
1
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− ∗= , ( )l

l
ll uUgg 1
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− ∗= , где отображение ( ) ( )LL
l ZlZlU l

2
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формулой (15), а свертка формулой (5). Тогда для некоторых )(,,,, 2
21 Lpp Zlgfff ∈K  

множество 
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называется p -этапным вейвлет-базисом, если оно ортонормированный базис ( )LZl 2 . 

Пусть L  делится на l2 , ( )Ll Zlg 2
1 ∈−  
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- ортонормированное множество, состоящее из 12/ −lL  элементов. Предположим, что 

( )Lll Zlgf 2, ∈  и )(nAl  в формуле (16) унитарны для всех 1)2/(,,,1,0 −= lLn K . Положим 
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есть ортонормированное множество из lL 2/ . 

Определим пространства 
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и 
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Тогда пространство ( )LZl 2 сформировано как последовательность вложенных друг в друга 
подпространств 1,,2,1,0, −=− pjV jp

j K  ( )( )Lp
jp

j
pp ZlVVVV 21

1
1

10 ⊆⊆⊆⊆⊆⊆ −
−− KK , где 

jp
j

jp
j

jp
j WVV −−−−
+ ⊕=1

1  и jp
j

jp
j WV −− ⊥ . 

Рассмотренный способ построения дискретных ортонормированных вейвлетов имеет 

обобщение на пространство ( )Zl 2 [8]. Это обобщение позволяет построить вейвлет-базис 

первого этапа пространства ( )LZl 2  по масштабной последовательности ( )Zlu 1∈ . Определим 

( )Zlv 1∈  равенством )1()1()( 1 kukv k −−= ∗− . Тогда { } { } 1
0)(2

1
0)(2

−

=

−

=
∪ M

kLk
M
kLk vRuR  есть вейвлет-

базис первого этапа для ( )LZl 2 , где ( )LLL Zlvu 2
)()( , ∈  и определяются равенствами 

∑
∈
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Zk
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∈

+=
Zk

L kLnvnv )()()( , в которых ряды сходятся абсолютно. 

Заметим, что приведенные результаты можно обобщить на дискретные 

биортогональные базисы [12]. Это обобщение порождает дискретные биортонормированные 

p -этапные вейвлет-базисы разложения 
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и восстановления 
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пространства ( )LZl 2 . А само пространство ( )LZl 2 в этом случае формируется как 

последовательность вложенных друг в друга подпространств разложения p
jV~  или 

восстановления p
jV  1,,2,1,0 −= pj K , т.е. имеются две цепочки пространств 

биортогонального анализа ( )Lp
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jp
j

jp
j WV −− ⊥~ , jp

j
jp

j WV −− ⊥ ~ . Тогда любая функция )(2
LZlx∈  полностью характеризуется ее 

вейвлет коэффициентами разложения 
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 и может быть восстановлена по формуле 
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Для описания сигналов и систем управления преобразуем заданный 

биортонормированный p -этапный вейвлет-базис к стандартному виду 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∗∗
hh qr , , где 

( )

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

==−=

====

+
+

=

==

=
∗

+

∗

∗

1-L,0,1,l1,-
2
L,0,1,m;12,...,1,0

1;-0,1,2,...pj;,1,2,3,p;,2,1;2

;
2

2h при    )(~

1;-L,0,1,l1;-
2
L,0,1,h при)(~

),,(

p

j

m
2

Lkj,

p,0

p

KK

KK

KK

j

n

p

h

h

k

nnL

mLkl

l

lpLr
ψ

ϕ

 (29) 

- базис разложения, а 
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- базис восстановления. Тогда любая функция )(2
LZlx∈  полностью характеризуется ее НСХ 

[12] 
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 и может быть восстановлена по формуле обращения [12] 
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Спектральный аппарат описания линейных нестационарных непрерывных, дискретных 

и непрерывно-дискретных систем управления в биортонормированных базисах рассмотрен в 

работе [12]. В работах [11, 12] разработаны пакеты расширения СКМ Mathcad, содержащий 

все элементарные алгоритмы спектрального метода анализа нестационарных непрерывных, 

дискретных и непрерывно-дискретных систем управления в вейвлет-базисах. Эти пакеты 

можно пополнить подсистемами программ, которые реализуют спектральные алгоритмы в 

дискретных p -этапных вейвлет-базисах. Поэтому далее остановимся только на примерах 

реализации спектральных алгоритмов в p -этапных вейвлет-базисах. 

2. Примеры реализации p -этапных вейвлет-алгоритмов в базисе дискретных 

функций Добеши М-го порядка в СКМ Mathcad 

Рассмотрим здесь только некоторые элементарные p -этапные вейвлет-операции и 

элементарные p -этапные операции спектрального метода в базисе Добеши M -го порядка. 

2.1. p -этапный алгоритм построения дискретного вейвлет-базиса Добеши М-го 

порядка 

p -этапные вейвлет-базисы разложения (24) и восстановления (25) для вейвлетов 

Добеши М-го порядка совпадают, так как вейвлеты Добеши М-го порядка порождают 

ортонормированный базис. А сам алгоритм вычисления p -этапного вейвлет-базиса Добеши 

M -го порядка включает следующие шаги: 

1) Пусть Lp2  и ( ) plZlvu lLll ,,3,2,1,, 12/
2 K=∈ − , где ]1,0[ −= LZ L . 

2) Найдем систему дискретных ортонормированных вейвлет-функций Добеши М-го 

порядка первого этапа ( )LZl 2 . 

2.1) Положим 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
−=

<
=

.2если,0
;12,,1,0если),(

;0если,0
)(

Mm
Mmmh

m
mu K  где )(mh - коэффициенты 

низкочастотного фильтра для вейвлетов Добеши М-го порядка [5]. Тогда 

∑ +=
k

kLnunu )()(1 , где 1,,1,0 −= Ln K . 

2.2) По 1u  найдем )1()1()( 1
1

1 kukv k ÷−= −  для всех k , где 
⎩
⎨
⎧

<−+
≥−

=÷
. если,

; если,
yxyxL

yxyx
yx  
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3) Найдем ll vu ,  по формулам ∑
−

=
−

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

12

0
11

1

2
)(

l

k
ll

kLnunu  и ∑
−

=
−

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

12

0
11

1

2
)(

l

k
ll

kLnvnv  для 

pl ≤≤2  и 1
2

0 1 −≤≤ −l

Ln . 

4) Положим 11 vf =  и 11 ug = . Определим ( ) plZlgf Lll ,,3,2,, 2 K=∈  по формулам 

( )l
l

ll vUgf 2
1

−
− ∗= , ( )l

l
ll uUgg 2

1
−

− ∗= , где отображение ( ) ( )LL
l ZlZlU l

2
2/

2: →  и свертка 

имеют вид: 

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
, делит не 2 если            ,0

; делит 2 если),2/(
)(

n
nnw

nwU
l

ll
l  ( ).,,)()()( 2

1

0
L

N

n

Zlwznwnmzmwz ∈÷=∗ ∑
−

=

 

5) Положим ( ) )()( knznzRk ÷=  для LZkn ∈,  и ( )LZlz 2∈ . Находим ортонормированные 

базисы 
1)2/(

0
2,

−

=∗

−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=

jp

j

L

k

jkkj fRψ  и 
1)2/(

0
2,

−

=∗

−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=

jp

j

L

k

jkkj gRϕ  дискретных пространств 

1)2/(

0

,

−

=∗

−

−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=

jpL

k

kj
jp

j spanW ψ  и 
1)2/(

0

,

−

=∗

−

−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=

jpL

k

kj
jp

j spanV ϕ для 1,,3,2,1,0 −= pj K . 

Тогда 
1)2/(

0

,1

1)4/(

0

,2

1)2/(

0
,1

1)2/(

0
,0

1)2/(

0
,0

1 −

=∗
−

−

=∗
−

−

=∗

−

=∗

−

=∗ ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∪
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∪∪
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∪
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∪
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

− L

k

kp

L

k

kp

L

k
k

L

k
k

L

k
k

ppp

ψψψψϕ K  

есть дискретный ортонормированный р-этапный вейвлет-базис Добеши М-го порядка 

пространства ( )LZl 2 . 
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       Рис. 1. 

Фрагмент программного модуля, который реализует алгоритм вычисления p -этапного 

вейвлет-базиса Добеши М-го порядка в СКМ Mathcad, показан на рис. 1. Этот фрагмент 

отражает итерационный этап построения вейвлет-базиса Добеши М-го порядка. В программу 

передаются следующие параметры: K,8,4,2=L  - длина отрезка 1]-L[0, ; p  - количество 

этапов вейвлет-базиса Добеши М-го порядка: 1,,2,1,0 −= pj K  и 12/,,1,0 −= − jpLk K  - 

параметры, определяющие вычисляемые дискретные вейвлеты )(, lkjϕ  и )(, lkjψ ; параметр g  - 

идентификатор матрицы-столбца, которая содержит коэффициенты низкочастотного фильтра 

вейвлетов Добеши M -го порядка [5, 11]. 

Программа формирует матрицу порядка )1(2 −× L , первая и вторая строки которой 

содержат соответственно дискретные вейвлеты )(, lkjϕ  и )(, lkjψ . 

Результат работы этой программы при 2,8 == pL  порождает 2 -этапный вейвлет-

базис Добеши второго порядка (рис. 2). 
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Рис. 2 

2.2.  Формирование стандартного вейвлет-базиса Добеши М-го порядка по p -этапному 

вейвлет-базису 

Для биортонормированного вейвлет-базиса приведение к стандартному виду 

осуществляется по формулам (29) и (30). В ортогональном случае эти формулы совпадают. 

Поэтому для стандартного вейвлет-базиса Добеши М-го порядка будем иметь 

( )

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

==−=

====

+
+

=

==

=
∗

+

∗

∗

1.-L,0.1,l1;-
2
L,0,1,m;12,...,1,0

1;-0,1,2,...pj;,1,2,3,p;,2,1;2

;
2

2h при    )(

1;-L,0.1,l1;-
2
L,0,1,h при)(

),,(

p

j

m
2

Lkj,

p,0

p

KK

KK

KK

j

n

p

h

h

k

nnL

mLkl

l

lpLz
ψ

ϕ

  (33) 

Программный модуль, реализующий алгоритм формирования ),,( lpLzh  в системе 

Mathcad, показан на рис 3. В программу передаются следующие параметры: K,8,4,2=L  - 

количество тактовых точек на отрезке работы системы управления ]1,0[ −L ; K,8,4,21 =L  - 

количество вычисляемых дискретных функций Добеши М-го порядка )1( LL ≤ ; np ,,2,1 K=  

- количество этапов вейвлет-базиса Добеши М-го порядка )22( np L =≤ , g  - идентификатор 

матрицы-столбца, которая содержит коэффициенты низкочастотного фильтра вейвлетов 

Добеши M -го порядка; M  - порядок вейвлетов Добеши. Результат работы этой программы 

для вейвлетов Добеши второго порядка при ,8=L ,41 =L  2=p , порождает 2 -этапный 

стандартный вейвлет-базис. (рис. 4). 
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Рис. 3 

 
      Рис. 4. 

2.3.  Вычисление ДНПФ суммирующего и разностного звена в стандартном вейвлет-

базисе Добеши M -го порядка 

Алгоритмы вычисления ДНПФ суммирующего и разностного звеньев [1-4, 11, 12] для 

стандартного вейвлет-базиса Добеши M -го порядка, запишем в виде 

∑ ∑
−

= =
∗∗

=
∗∗

1

0 0
),,,(),,,(),,,(

L

l

l

mzz
mpLizlpLhzLLihP ,      (34) 

∑
−

=

∇+=
1

0 ****
),,,(),,,()0,,,()0,,,(),,,(

**

L

l
lzz

lpLizlpLhzpLizpLhzLLihP .  (35) 

Программный модуль, реализующий алгоритм вычисления ДНПФ суммирующего 

звена по формуле (34), показан на рис.5, а программный модуль, реализующий алгоритм 

вычисления ДНПФ разностного звена по формуле (35), показан на рис.6. 
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Рис. 5 

 
Рис. 6 

В эти программы передаются следующие параметры: K,8,4,2=L  - количество 

тактовых точек на отрезке работы системы управления ]1,0[ −L  )1( LL ≥ ; K,8,4,21 =L  - 

порядок усечения матрицы ДНПФ; np ,,2,1 K=  - количество этапов вейвлет-базиса Добеши 

М-го порядка )22( np L =≤ , g  - идентификатор матрицы-столбца, которая содержит 

коэффициенты низкочастотного фильтра вейвлетов Добеши M -го порядка; M  - порядок 

вейвлетов Добеши. 

Результат работы этих программ при ,4=L ,41 =L  2=p  в стандартном вейвлет-

базис Добеши второго порядка, показан на рис. 7. 

 
      Рис. 7 

3. Примеры реализации p -этапных вейвлет-алгоритмов в базисе дискретных 

сплайн-вейвлетов М-го порядка в СКМ Mathcad 

Рассмотрим здесь только некоторые элементарные p -этапные вейвлет-операции и 

элементарные p -этапные операции спектрального метода в базисе сплайн-вейвлетов с 

компактным носителем [12]. 
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3.1. p -этапный алгоритм построения биортогональных дискретных сплайн-вейвлетов 

М-го порядка разложения и восстановления пространства [ ]1,02 −Ll  

Алгоритм вычисления p -этапного биортогонального вейвлет-базиса разложения (24) и 

восстановления (25) пространства [ ]1,02 −Ll , включает следующие шаги: 

1) Пусть Lp2  и ( ) plZlvvuu lLllll ,,3,2,1,~,,~, 12/
2 K=∈ − , где ]1,0[ −= LZ L . 

2) Найдем систему дискретных биортонормированных вейвлет-функций разложения и 

восстановления М-го порядка первого этапа ( )LZl 2 . 

2.1) Положим 
⎩
⎨
⎧

−=
≥<

=
.1,,1,0если),(

,0если,0
)(

Nmmh
Nmиm

mu
K

 где )(mh - коэффициенты 

низкочастотного фильтра восстановления сплайн-вейвлетов М-го порядка [5]. Тогда 

∑
∈

+=
Zk

kLnunu )()(1 , где 1,,1,0 −= Ln K . 

2.2) Положим 
⎩
⎨
⎧

−=

≥<
=

.11,,1,0если),(~
,10если,0

)(~
Nmmh

Nmиm
mu

K
 где )(~ mh - коэффициенты 

низкочастотного фильтра разложения сплайн-вейвлетов М-го порядка [5]. Тогда 

∑
∈

+=
Zk

kLnunu )(~)(~
1 , где 1,,1,0 −= Ln K . 

2.3) По 1u  и 1
~u  найдем: )1()1()(~

1
1

1 kukv k ÷−= − , )1(~)1()( 1
1

1 kukv k ÷−= −  для всех k , где 

⎩
⎨
⎧

<−+
≥−

=÷
. если,

; если,
yxyxL

yxyx
yx  

3) Найдем llll vvuu ~,,~,  по формулам 

∑
−

=
−

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

12

0
11

1

2
~)(~

l

k
ll
Lknunu , ∑

−

=
−

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

12

0
11

1

2
~)(~

l

k
ll
Lknvnv  

и 

∑
−

=
−

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

12

0
11

1

2
)(

l

k
ll
Lknunu , ∑

−

=
−

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

12

0
11

1

2
)(

l

k
ll
Lknvnv  

для pl ≤≤2  и 1
2

0 1 −≤≤ −l

Ln . 

4) Положим: 11
~~ vf = , 11 vf = , 11

~~ ug = , 11 ug = . Определим 

( ) plZlgfgf Lllll ,,3,2,,,~,~ 2 K=∈ по формулам ( )l
l

ll vUgf ~~~ 2
1

−
− ∗= , ( )l

l
ll vUgf 2

1
−

− ∗= , 

( )l
l

ll uUgg ~~~ 2
1

−
− ∗= , ( )l

l
ll uUgg 2

1
−

− ∗= , где отображение ( ) ( )LL
l ZlZlU l

2
2/

2: →  и свертка 

имеют вид: 
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( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
, делит не 2 если            ,0

; делит 2 если),2/(
)(

n
nnw

nwU
l

ll
l   ( ).,,)()()( 2

1

0
L

N

n

Zlwznwnmzmwz ∈÷=∗ ∑
−

=

 

5) Положим ( ) )()( knznzRk ÷=  для LZkn ∈,  и ( )LZlz 2∈ . Находим ортонормированные 

базисы: 

1)2/(

0
2,

~~
−

=∗

−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=

jp

j

L

k
jkki fRψ , 

1)2/(

0
2,

~~
−

=∗

−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=

jp

j

L

k

jkkj gRϕ , 
1)2/(

0
2,

−

=∗

−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=

jp

j

L

k
jkki fRψ , 

1)2/(

0
2,

−

=∗

−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=

jp

j

L

k

jkkj gRϕ  

дискретных пространств: 

 
1)2/(

0

,
~~

−

=∗

−

−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=

jpL

k

kj
jp

j spanW ψ , 
1)2/(

0

,
~~

−

=∗

−

−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=

jpL

k

kj
jp

j spanV ϕ ,
1)2/(

0

,

−

=∗

−

−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=

jpL

k

kj
jp

j spanW ψ , 

1)2/(

0

,

−

=∗

−

−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=

jpL

k

kj
jp

j spanV ϕ для 1,,3,2,1,0 −= pj K . 

Тогда 
1)2/(

0

,1

1)4/(

0

,2

1)2/(

0
,1

1)2/(

0
,0

1)2/(

0
,0

~~~~~
1 −

=∗
−

−

=∗
−

−

=∗

−

=∗

−

=∗ ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∪
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∪∪
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∪
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∪
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

− L

k

kp

L

k

kp

L

k
k

L

k
k

L

k
k

ppp

ψψψψϕ K  

и 
1)2/(

0

,1

1)4/(

0

,2

1)2/(

0
,1

1)2/(

0
,0

1)2/(

0
,0

1 −

=∗
−

−

=∗
−

−

=∗

−

=∗

−

=∗ ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∪
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∪∪
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∪
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∪
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

− L

k

kp

L

k

kp

L

k
k

L

k
k

L

k
k

ppp

ψψψψϕ K  

есть дискретные биортонормированные p -этапные вейвлет-базисы разложения и 

восстановления сплайн-вейвлетов M -го порядка пространства ( )LZl 2 . 

Этот алгоритм имеет несколько программных реализаций. Программные модули, 

реализующие алгоритм вычисления p -этапного вейвлет-базиса разложения и восстановления 

сплайн-вейвлетов M -го порядка здесь не приводятся. 

3.2. Формирование стандартного вейвлет-базиса сплайн-вейвлетов М-го порядка по 

p -этапному вейвлет-базису 

Пусть K,3,2,1,0=M  - порядок В-сплайна. Тогда [1] K,4,3,22 =+= MN  - число 

коэффициентов вейвлет-фильтра восстановления, а kNN 21 += - число коэффициентов 

вейвлет-фильтра разложения. Если N  четное, то K,4,2,0=k , если N  нечетное, то 

K,5,3,1=k . Тогда MkhSVRϕ  - идентификатор матрицы порядка 21×N , которая содержит 

коэффициенты низкочастотного фильтра масштабирующей функции восстановления 

(первый столбец) и разложения (второй столбец) для сплайна порядка M  и выбранного k ; 
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Для биортонормированного вейвлет-базиса приведение к стандартному виду 

осуществляется по формулам (29) и (30). Программный модуль, реализующий алгоритм 

формирования базиса разложения ),,( lpLrh  в СКМ Mathcad, показан на рис 8. 

В программу передаются следующие параметры: K,8,4,2=L  - количество тактовых 

точек на отрезке работы системы управления ]1,0[ −L ; K,8,4,21 =L  - количество 

вычисляемых дискретных базисных функций сплайн-вейвлетов М-го порядка )1( LL ≤ ; h  - 

идентификатор матрицы порядка 2)( ×hrovs , которая содержит коэффициенты 

низкочастотных фильтров восстановления (первый столбец) и разложения (второй столбец) 

сплайн-вейвлетов М-го порядка. 

 
Рис. 8 

Результат работы программ, реализующих алгоритмы (29), (30) при ,1=p ,8=L ,21 =L  

11φhSVRh = , порождает стандартный базис биортонормированных сплайн-вейвлетов (рис. 

9). 
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     Рис. 9. 

3.3. Вычисление ДНПФ суммирующего и разностного звена в стандартном базисе 

сплайн-вейвлетов M -го порядка 

Алгоритмы вычисления ДНПФ суммирующего и разностного звеньев [1-4,11, 12] в 

стандартном базисе сплайн-вейвлетов M -го порядка, запишем в виде 

∑ ∑
−

= = ∗∗
=

∗∗

1

0 0

),,,(),,,(),,,(
L

l

l

mqr
mpLiqlpLhrLLihP ,      (36) 

∑
−

=

∇+=
1

0 ****
),,,(),,,()0,,,()0,,,(),,,(

**

L

l
lqr

lpLiqlpLhrpLiqpLhrLLihP .  (37) 

Программный модуль, реализующий алгоритм вычисления ДНПФ суммирующего 

звена по формуле (36), показан на рис.10, а программный модуль, реализующий алгоритм 

вычисления ДНПФ разностного звена по формуле (37), показан на рис.11. 

 
Рис. 10 
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Рис. 11 

В эти программы передаются следующие параметры: K,8,4,2=L  - количество 

тактовых точек на отрезке работы системы управления ]1,0[ −L  )1( LL ≥ ; K,8,4,21 =L  - 

порядок усечения матрицы ДНПФ; h  - идентификатор матрицы порядка 2)( ×hrovs , которая 

содержит коэффициенты низкочастотных фильтров восстановления (первый столбец) и 

разложения (второй столбец) сплайн-вейвлетов М-го порядка. 

Результат работы этих программ при 1=p , 4=L , 41 =L , 11φhSVRh =  показан на рис. 

12. 

 
      Рис. 12 
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