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Аннотация. В работе осуществлена разработка и исследование математической 

модели для изучения динамики взаимодействия параллельных жестких стенок 

двух узких каналов, имеющих общую стенку, с заполняющими их пульсирующими 

несжимаемыми жидкостями. Рассмотрен случай, когда верхняя стенка первого 

канала неподвижная, а его нижняя стенка имеет упругий подвес и является 

верхней стенкой второго канала, нижняя стенка которого также имеет упругий 

подвес. Стенки на упругих подвесах могут перемещаться в направлении нормали 

к их поверхности. Движение жидкости в первом канале возбуждается за счет ее 

взаимодействия с вибрирующими стенками канала. Движение жидкости во 

втором канале происходит за счет заданных на его торцах статического перепада 

давления и гармонически пульсирующего давления. При этом давление на торцах 
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первого канала считается постоянным и равным начальному статическому 

уровню давления в рассматриваемых каналах. При разработке модели принимали 

во внимание вязкость жидкостей, различие их физических свойств и изучали 

установившиеся колебаниях стенок каналов. Для описания сложной совокупности 

разнородных тел рассматриваемой колебательной системы использован подход 

Лагранжа при записи уравнений движения жестких тел и подход Эйлера для 

уравнений динамики жидкостей, а также осуществляли согласование данных 

подходов при записи условий на границах контакта жестких тел и вязкой 

жидкости. В результате сформулирована математическая модель в виде 

нелинейной краевой задачи математической физики, включающей в себя: 

обыкновенные дифференциальные уравнения динамики двух стенок 

рассматриваемых каналов, уравнения в частных производных динамики вязких 

жидкостей, дополненные граничными условиями на торцах каналов и на границах 

контакта жидкости и стенок, а также выражения для сил, действующих со стороны 

жидкостей на стенки каналов. Проведен асимптотический анализ построенной 

модели, для этого предложен комплекс безразмерных переменных и выделены 

малые параметры исследуемой колебательной системы. Рассматривали динамику 

жидкости в рамках гидродинамической смазки и применяли метод возмущений, 

что позволило осуществить линеаризацию модели и определить гидроупругие 

отклики стенок каналов в виде амплитудных и фазовых частотных характеристик. 

На заключительном этапе проведено численное исследование полученных 

гидроупругих откликов, позволившее определить особенности гидроупругих 

колебаний в рассматриваемой системе. Показано наличие двух резонансных 

частот колебаний стенок, а также существование для каждой из стенок 

антирезонанса. Проведена оценка влияния изменения величины зазора каналов и 

вязкости жидкости на подавление колебаний стенок каналов.  

Ключевые слова: математическое моделирование; вычислительный 

эксперимент; колебания; вязкая жидкость; жесткая стенка на упругом подвесе. 
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Abstract. This paper presents a mathematical model for studying the dynamics of 

interaction between parallel rigid walls of two narrow channels. That channels sharing a 

common wall and filled with pulsating incompressible liquids with different physical 

properties. The case considered is one in which the upper wall of the first channel is 

stationary, while its bottom wall is elastically supported and serves as the upper wall of 

the second channel, the bottom wall of which also has an elastic support. The walls on the 

elastic supports can move in the direction normal to their surfaces. Liquid motion in the 

first channel is excited by its interaction with the vibrating channel walls. Liquid motion 

in the second channel occurs due to a static pressure drop and a harmonically pulsating 

pressure specified at its ends. The pressure at the ends of the first channel is assumed to 

be constant and equal to the initial static pressure in the channels under consideration. 

When developing the model, the viscosity of the liquids and differences in their physical 

properties were taken into account, and steady-state oscillations of the channel walls 

were studied. To describe a complex oscillatory system of heterogeneous bodies, the 

Lagrange approach for the equations of motion of rigid bodies and the Euler approach for 

the equations of fluid dynamics were used. These approaches were reconciled when 

writing the boundary conditions at the contact surface between rigid bodies and viscous 

mailto:vic_p@bk.ru
https://trudymai.ru/published.php?ID=188269
https://orcid.org/0000-0002-9582-7195
https://orcid.org/0000-0002-7786-1680
https://orcid.org/0000-0003-1460-7172


4 
 

liquids. As a result, a mathematical model was formulated as a nonlinear boundary value 

problem of mathematical physics. It including: ordinary differential equations for the 

dynamics of two channels walls under consideration, partial differential equations for the 

dynamics of viscous liquids, supplemented by boundary conditions at the channel ends 

and at the contact surface between the liquids and the walls, as well as expressions for 

the forces acting from the fluids on the channel walls. An asymptotic analysis of the 

mathematical model was done. For this purpose, dimensionless variables was proposed 

and small parameters of the oscillatory system under consideration were identified. 

Liquid dynamics were considered within the framework of hydrodynamic lubrication 

and a perturbation method was applied, which allowed for the linearization of the model 

and the determination of the hydroelastic responses of the channel walls in the form of 

amplitude and phase frequency characteristics. At the final stage, a numerical study of 

the obtained hydroelastic responses was conducted, allowing us to determine the 

characteristics of hydroelastic oscillations in the system under study. The presence of 

two resonant frequencies of wall oscillations was demonstrated, as well as the existence 

of an antiresonance for each wall. The effect of varying the channel gap size and fluid 

viscosity on the suppression of channel wall oscillations was assessed. 

Keywords: mathematical modeling; vibrations; viscous fluid; rigid wall with an elastic 

support; hydroelasticity; computational experiment. 

Funding: this work was supported by the Ministry of Science and Higher Education of 
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Введение 

Разработка математических моделей для исследования динамики 

взаимодействия упругих элементов конструкции с жидкостью имеет важное 

значение для авиакосмической отрасли [1-3]. Например, в [4] предложен подход к 

расчету и аналитическому синтезу активной системы демпфирования изгибных 

аэроупругих колебаний крыла воздушного судна в рамках модели с двумя 

сосредоточенными массами для учета частот первого и третьего тонов изгибных 

колебаний полукрыла. В [5] разработана математическая модель для изучения, в 

нелинейной постановке, колебаний вокруг горизонтальной оси жесткого тела с 
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осесимметричной полостью, полностью заполненной двумя несмешивающимися 

жидкостями, которые приняты идеальными и несжимаемыми. Исследование 

динамики взаимодействия жестких стенок плоского канала с вязкой несжимаемой 

жидкостью, заполняющей данный канал при его установке на вибрирующее 

основание проведено в [6] и предложены подходы для использования 

разработанной модели при математическом моделировании динамических 

процессов в вибрационных машинах. Обобщение указанной модели для случая 

движении в нем вязкой жидкости и представления одной из стенок канала 

жестким вибрирующим штампом на упругом подвесе, а второй - однородной 

упругой пластиной проведено в [7, 8]. В статье [9] авторы разработали 

математическую модель со сосредоточенными массами для исследования в ее 

рамках взаимодействия упругого полого цилиндра, окруженного упругой средой, 

с находящимися в его внутренней полости вязкой жидкостью и вибрирующим 

соосным жестким цилиндром. Разработанная модель и результаты 

моделирования верифицированы с экспериментальными данными 

применительно к поплавковому прибору навигации.  

В [10] проведено моделирование стационарных гидроупругих колебания 

двух бесконечно протяженных параллельных пластин Кирхгофа, между которыми 

находится слой вязкой несжимаемой жидкости. Авторы исследовали плоскую 

линейную задачу для узкого канала, установленного на упругом основании, и 

принимали во внимание инерцию слоя жидкости. В работах [11, 12] предложены 

математические модели для узкого канала с параллельными упругими стенками 

конечного размера, взаимодействующими с пульсирующей вязкой жидкостью, 

заполняющей канал. В [11] упругая деформация верхней стенки учитывается за 

счет «эффективной жесткости», определяемой исходя из ее статического прогиба 

как балки Бернулли, а нижняя стенка полагается жесткой. В [12] предложена 

математическая модель, обобщающая модели [10, 11], для канала, образованного 

двумя упругими пластинами конечных размеров и установленного на линейно-

упругом основании. Предложенная модель позволяет проводить моделирование 

гидроупругих колебаний для основной и последующих мод колебаний стенок 

рассматриваемого канала. 
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В [13] разработана модель для исследования поперечных гидроупругих 

колебаний асимметричной кольцевой пластины, взаимодействующей с 

ограниченным объемом несжимаемой идеальной жидкости, и предложены 

подходы к определению собственных частот рассматриваемой колебательной 

системы. Численное моделирование подавления резонансных колебаний 

пластины, взаимодействующей с идеальной несжимаемой жидкостью, с 

использованием активной системы подавления колебаний на основе 

пьезоэлектрических элементов, установленных на пластине, было проведено в 

[14]. В работе [15] проведено математическое моделирование динамической 

устойчивости упругой пластины, расположенной в канале с жесткими 

параллельными стенками, вдоль которого движется потенциальный поток 

идеальной несжимаемой жидкости. 

Отметим, также несколько работ, близких к тематике предлагаемой статьи и 

посвященных моделированию взаимодействия вязкого сжимаемого газа с 

жесткими или упругими стенками. В [16] предложена математическая модель для 

изучения в плоской постановке взаимодействия тонкого слоя вязкого газа при 

изотермическом состоянии с упругой однородной пластиной, а в [17] модель 

обобщена учетом трехслойности пластины. В этих работах авторами 

осуществлена линеаризация уравнений динамики вязкого газа и аналитическое 

исследование полученной линейной модели аэроупругости проведено в первом 

приближении по методу Бубунова-Галеркина для режима установившихся 

гармонических колебаний. 

Численное моделирование взаимодействия затвора предохранительного 

клапана в виде жесткого диска на упругом подвесе с вязким сжимаемым газом 

проведено в [18] на базе модифицированного метода Годунова, предложенного 

авторами. В [19, 20] аналитически определены и численно исследованы 

нелинейные гидроупругие отклики стенки плоского канала, взаимодействующей 

с пульсирующим слоем вязкого газа. В [19] рассматривался канал, имеющий 

жесткую стенку с нелинейной упругой опорой, а в [20] стенка канала 

представлялась пластиной Кирхгофа, покоящейся на нелинейном упругом 

основании. Математические модели плоских задач взаимодействия вязкой 
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сжимаемой жидкости (газа) со стенками бесконечно длинного узкого канала, 

нижняя стенка которого жесткая, а верхняя стенка представляет собой 

пьезоэлектрическую пластину или предварительно деформированную пластину 

из высоко упругого материала, были разработаны и исследованы в [21, 22]. 

В вышеупомянутых работах не проводилось математическое моделирование 

гидроупругих колебаний стенок двух каналов с общей стенкой и содержащих 

жидкости с разными физическими свойствами, поэтому в предлагаемой статье 

разработана и исследована математическая модель для указанного случая. 

 

Математическая модель упругогидродинамики жестких стенок на упругом 

подвесе, взаимодействующих с двумя слоями вязких жидкостей 

Рассмотрим две параллельные жесткие пластины на линейно-упругих 

подвесах, образующие подвижные стенки двух узких каналов, заполненных двумя 

жидкостями с различными физическими свойствами (см. рисунок 1). Подвесы 

позволяют пластинам перемещаться в направлении нормали к их поверхности. 

Пластина 1 является общей стенкой рассматриваемых каналов, т.е. для первого 

канала она является нижней стенкой, а для второго канала его верхней стенкой. 

Пластина 2 - нижняя стенка второго канала, а верхняя стенка 3 первого канала 

полагается жесткой и неподвижной. Стенки каналов в плане представляют собой 

равные прямоугольники со сторонами 2l×b. Размер одной стороны b≫2l, поэтому 

далее рассмотрим для каналов плоскую модель [23, 24]. Ввиду узости каналов 

принимаем, что толщина слоев жидкости в невозмущенном состоянии равна δ1≪l 

и δ2≪l, а течение жидкости в каналах ползущее [23, 24]. Будем исходить из того, 

что амплитуды колебаний стенок каналов значительно меньше толщины слоя 

жидкости в них. Движение жидкости во втором канале происходит за счет 

заданного на его торцах стационарного перепада давления Δp с пульсационной 

составляющей p*. В первом канале движение жидкости возникает за счет ее 

взаимодействия с его движущейся стенкой. На торцах данного канала давление 

считается постоянным и равным стационарному уровню давления p0. Центры масс 

подвижных стенок совпадают с их геометрическими центрами. Силой тяжести 

далее пренебрегаем, жидкости 4 и 5 в каналах принимаем ньютоновскими и 
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несжимаемыми. Полагаем, что стенки каналов совершают установившиеся 

колебания, так как вязкость жидкости приводит к быстрому затуханию 

собственных колебаний в рассматриваемой колебательной неконсервативной 

системе с вязким трением [25, 26]. 

 

 
Рисунок 1- Два плоских канала с общей подвижной стенкой: 1 – общая стенка первого и 

второго каналов, имеющая линейно-упругий подвес; 2 – нижняя стенка второго канала с 

линейно-упругим подвесом; 3 – неподвижная верхняя стенка первого канала; 4 – вязкая 

жидкость, заполняющая первый канал; 5 – вязкая жидкость, заполняющая второй канал 

 

Введем декартову систему координат xyz, связанную с неподвижной верхней 

стенкой первого канала, для определенности, пусть ее центр расположен в центре 

масс нижней стенки второго канала в невозмущенном состоянии, а ось z 

направлена по нормали к стенкам канала. Будем представлять закон движения 

центра масс общей стенки относительно ее положения в невозмущенном 

состоянии в виде )(111 tfzz m  . Закон движения центра масс нижней стенки второго 

канала относительно ее положения в невозмущенном состоянии представим как 

)(222 tfzz m  . В данных законах mz1 , mz2  суть амплитуды колебаний общей стенки и 

нижней стенки второго канала, соответственно. Тогда уравнения движения 

стенок каналов в подходе Лагранжа можно записать в следующем виде: 

211112

1

2

1 NNzn
dt

zd
m  , 22222

2

2

2 Nzn
dt

zd
m  .    (1) 

Здесь 1m  – масса общей стенки первого и второго каналов, 2m  – масса нижней 

стенки второго канала, 1n  – коэффициент жесткости упругого подвеса общей 

стенки, 2n  – коэффициент жесткости упругого подвеса нижней стенки второго 
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канала, 
1N  – возмущающая сила со стороны жидкости в первом канале, 

21N  – 

возмущающая сила со стороны жидкости во втором канале, действующая на 

общую стенку, 
22N  – возмущающая сила со стороны жидкости во втором канале, 

действующая на нижнюю стенку второго канала,   – частота пульсации давления 

на торцах первого канала, t  – время. 

Силы 
22211 ,, NNN определяются нормальными напряжениями, 

соответствующей вязкой жидкости в первом или во втором каналах, которые 

действуют на поверхности контакта элемента соответствующей стенки канала. 

Определение данных напряжений требует дополнить уравнения (1) уравнениями 

движения вязких жидкостей в первом и втором каналах. Для записи данных 

уравнений используем введенную декартову систему координат xyz. Но 

принимаем во внимание, если рассматривается жидкость в первом канале, то 

начало системы координат находится в центре поверхности контакта жидкости с 

общей стенкой в невозмущенном состоянии. Если рассматривается жидкость во 

втором канале, то начало системы координат совпадает с центром внутренней 

поверхности нижней стенки второго канала в ее невозмущенном состоянии.  

С учетом указанного выше, уравнения движения жидкости в i-ом канале в 

подходе Эйлера имеют вид [24] 


























 2

)(2

2

)(2
)(

)(

)(

1

z

u

x

u

x

p
i

x

i

xi
i

i
, 























 2

)(2

2

)(2
)(

)(

)(

1

z

u

x

u

z

p
i

z

i

zi
i

i
, (2) 

0
)()(











z

u

x

u i

z

i

x .  

Здесь )(i  – плотность жидкости в i-ом канале, )(i  – кинематический коэффициент 

вязкости жидкости в i-ом канале, )(i

zu  – компонента вектора скорости жидкости в  i-

ом канале по оси z, )(i

xu  компонента вектора скорости жидкости в i-ом канале по оси 

x, p(i) – давление жидкости в i-ом канале, i = 1, 2. 

Для вязкой жидкости в первом канале (i=1), уравнения (2) дополняются 

следующими граничными условиями 

0)1( xu , 0)1( zu  при 1z , (3) 

0)1( xu , 
dt

tdf
z

z

u
tfzu m

z
mz

)(
)( 1

1

)1(

11

)1( 





  при )(11 tfzz m  ,  
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0

)1( pp   при x , 

а для вязкой жидкости во втором канале (i=2) уравнения (2) будут иметь 

следующие граничные условия 

0)2( xu , 
dt

tdf
z

z

u
tfzu m

z
mz

)(
)( 1

1

)2(

11

)2( 





  при )(112 tfzz m  , (4) 

0)2( xu , 
dt

tdf
z

z

u
tfzu m

z
mz

)(
)( 2

2

)2(

22

)2( 





  при )(22 tfzz m  , 

)(*

0

)2( tpppp   при x , )(*

0

)2( tppp   при x . 

Здесь )()(* tfptp pm   – заданный закон пульсации давления на торцах второго 

канала, p0 – постоянный уровень давления на торцах каналов (далее мы полагаем, 

не теряя общности, что стационарный уровень давления жидкости p0 является 

начальным уровнем отсчета давления и принимаем его за нуль). Для обеспечения 

совпадения компонент скоростей жидкости и стенок каналов, записанных в 

подходах Эйлера и Лагранжа, компоненты скорости жидкости были аналитически 

продлены разложением в ряд Тейлора [19, 27]. 

При записи выражений для сил 22211 ,, NNN  принимаем во внимание 

приложение данных сил к центрам масс стенок и несовпадение в возмущенном 

состоянии координат Эйлера и Лагранжа. Поэтому переносим нормальные 

напряжения жидкостей на срединную поверхность стенок каналов с последующим 

их аналитическим продлением аналогично [19, 27]. В результате имеем 


 



















dx
z

q
tfzqbN

zz

zz
imzz

1

)1(

11

)1(

1 )( , 
 



















dx
z

q
tfzqbN

iziz

zz
iimzzi

2)2(

)2(
)2(

2 )( , (5) 

z

u
pq

i

ziiii

zz





)(
)()()()( 2 , i=1, 2, 

где )(i

zzq  – нормальное напряжение жидкости в i-ом канале. 

 

Переход к безразмерным переменным, асимптотический анализ 

математической модели 

Для проведения асимптотического анализа построенной математической 

модели введем в рассмотрение следующие безразмерные переменные 



x
 , 

i

z


 , t , )(

1

)( i

i

m

i

x Uzu 



 , )(

1

)( i

m

i

z Uzu  , (6) 
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)(

2

2

1

)()(
*)( )()1( i

ii

m

ii
i P

z
pip






 , p
z

P
m









2

2

2

1

)2()2(

1


. 

Осуществляя подстановку (6) в уравнения модели (2)-(5) получим: 

- безразмерные уравнения динамики вязкой жидкости в i-ом канале (i=1, 2) 

2

)(2

2

)(22)(
















 




 

ii

i

i UUP


, 




























 







 




 

2

)(2

2

)(222)( ii

ii

i UUP


, (7) 

0

)()(









 

ii UU
,  

с граничными условиями при i=1 (для жидкости в первом канале) 

0)1( U , 0)1( U  при 1 , (8) 

0)1( U , 
















d

dfU
f

z
U m )(

)( 1

)1(

1

1

1)1(  при )(1

1

1 


 f
z m ,  

0)1( P  при 1 , 

и с граничными условиями при i=2 (для жидкости во втором канале) 

0)2( U , 
















d

dfU
f

z
U m )(

)( 1

)2(

1

2

1)2(  при )(1 1

2

1 


 f
z m  (9) 

0)2( U , 
















d

df

z

zU
f

z

zz
U

m

m

m

mm )(
)( 2

1

2

)2(

2

1

2

2

1)2(  при )(2

1

2

2

1 


 f
z

zz

m

mm , 

PP )2(  при 1 , 0)2( P  при 1 , 

- выражения для возмущающих сил 


 













































1

1 )(

)1(

2

2

1)1(

1

1

2

1

2

1

1)1()1(

1

1
2

1

2)(1 d
U

Pf
zz

bN

f
z

mm

m



 , (10) 


















































1

1
)()2(

)2(

2

2

2)2(

2

2

1

2

1

)2()2(

2

2

2)(1)(2 d
U

Pf
zz

bpbN

i
im f

z
i

imim
i




 , i = 1, 2. 

Согласно принятым допущениям )1(
1

2 O
z

z

m

m  , )1(
1

2 O



 и можно выделить два 

независимых малых параметра 1



i  и 11 

i

mz
. Тогда пренебрегая членами 

при малом параметре   в (7), (10) осуществим переход к рассмотрению тонких 

слоев жидкости в каждом из каналов по аналогии с подходом, принятым в 

гидродинамической смазке [23, 24]. В результате получим следующие уравнения 
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движения тонких слоев жидкости в рассматриваемых каналах и выражения для 

возмущающих сил, действующих на стенки каналов 

2

)(2)(








 

ii UP
, 0

)(




 iP
, 0

)()(









 

ii UU
, (11) 





























1

1
)(

)1(
)1()1(

1
1

)(1 dPf
b

N
f


, (12) 





























1

1
)()2(

)2(

1

)2()2(

2

1

)(1)(2 dPf
z

z
bpbN

i
m

im f
z

z
i

m

im
i  , i = 1, 2. 

Уравнения (11) дополняются граничными условиями (8), (9), уравнениями 

(1) с учетом выражений (12). Для исследования данной модели применим метод 

возмущений [28, 29] вводя в рассмотрение следующие асимптотические 

разложения искомых функций по малому параметру λ 

......,..., )(

1

)(

0

)()(

1

)(

0

)()(

1

)(

0

)(
 

iiiiiiiii
PPPUUUUUU . (13) 

Подставляя (13) в (11), (12) и ограничиваясь первым членом 

асимптотического разложения (далее нижний индекс 0 опускается), а также 

учитывая, что согласно второго уравнения (11) давление )(iP  не зависит от ζ (или 

размерной координаты z) окончательно получим следующую линеаризованную 

математическую модель рассматриваемой колебательной системы 

2

)(2)(








 

ii UP
, 0

)(




 iP
, 0

)()(









 

ii UU
, (14) 

212

2

)1()2( NNizn
dt

zd
m i

ii
i

i  , (15) 














1

1

)(
)()(

)()1(2 dP
b

pibN i
ii

i


 , i = 1, 2, (16) 

с граничными условиями при i=1 

0)1( U , 0)1( U  при 1 , 0)1( U , 





d

df
U

)(1)1(  при 0 , (17) 

0)1( P  при 1 , 

и с граничными условиями при i=2 

0)2( U , 





d

df
U

)(1)2(  при 1 , 0)2( U , 





d

df

z

z
U

m

m )(2

1

2)2(  при 0 , (18) 

PP )2(  при 1 , 0)2( P  при 1 . 
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При записи (15), (16) учтено, что для тонкого слоя жидкости во втором 

канале имеем 
222221 , NNNN  . 

Определение гидроупругих откликов стенок и их численное моделирование 

Решая задачу динамики жидкости (14), (17) для первого канала (i=1) и задачу 

динамики жидкости (14), (18) для второго канала (i=2) находим законы изменения 

давления в каждом из каналов в следующем виде  






d

df
P

)(
)1(6 12)1( , P

d

df

z

z

d

df
P

m

m 





















2

1)()(
)1(6 2

1

212)2( . (19) 

Учитывая (19) в (16), а затем вычисляя определенные интегралы и 

подставляя результат в (15) получили следующую систему двух уравнений 

гидроупругих колебаний стенок рассматриваемых каналов 

)(2)( 2)2(

11
1)1()2(

2

1

2

1 tfbppb
dt

dz
Kzn

dt

dz
KK

dt

zd
m pm   , (20) 

)(21)2(

22
2)2(

2

2

2

2 tfbppb
dt

dz
Kzn

dt

dz
K

dt

zd
m pm   ,   

Здесь 3

1

3)1()1()1( )(8  bK , 3

2

3)2()2()2( )(8  bK  – коэффициенты, оценивающие 

демпфирующие свойства жидкости в первом и втором каналах соответственно.  

Постоянная составляющая возмущающей силы pb  возникает за счет 

статического перепада давления жидкости на торцах второго канала и ее 

воздействие в невозмущенном состоянии компенсируется упругими подвесами 

стенок каналов. Поэтому далее рассматриваем установившиеся колебания стенок 

каналов вызванные воздействием только динамической составляющей 

возмущающей силы )(2 tfbp pm   полагая для определенности ttf p  sin)( . В этом 

случае решение системы (15) было найдено в виде 

))(sin()( 111  tAz , ))(sin()( 222  tAz ,  (21) 

где )(1 A , )(2 A  – амплитудные частотные отклики общей стенки каналов и 

нижней стенки второго канала, соответственно (или их амплитудно-частотные 

характеристики), )(1  , )(2   – фазовые частотные характеристики указанных 

стенок каналов.  

Полученные выражения для )(1 A , )(2 A  и )(1  , )(2   имеют вид 
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Здесь использованы следующие обозначения  
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Заметим, если жесткость подвеса нижней стенки второго канала стремится к 

бесконечности, т.е. эта стенка неподвижна, то вместо системы (20) имеет место 

одно уравнение для общей стенки каналов 
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а его решение при установившихся колебаниях имеет вид 
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Данные формулы следуют из (22), (23) в предельном переходе при 2n . 

С другой стороны, если жесткость подвеса общей стенки каналов стремится 

к бесконечности, т.е. эта стенка неподвижна, то вместо системы (20) имеет место 

одно уравнение для нижней стенки второго канала 
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Данный результат также может быть получен из (22), (23) при 1n . 

Введем в рассмотрение безразмерную частоту η как отношение размерной 

частоты колебаний ω к собственной частоте общей стенки канала 111 mn , т.е. 

1 . Тогда обозначая собственную частоту колебаний нижней стенки второго 

канала как 222 mn , представим (22), (23) в безразмерном виде 
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Здесь размерные (22) и безразмерные (24) амплитудные характеристики связаны 

как )(
2
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, а также введены обозначения  
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Согласно (22) или (24) амплитуда колебаний общей стенки каналов на 

безразмерной частоте 
1

2




  (размерной частоте 222 mn , т.е. собственной 

частоте нижней стенки второго канала) обращается в нуль. Кроме того, на частоте 

1  (размерной частоте 111 mn , т.е. собственной частоте общей стенки 

каналов) амплитуда нижней стенки второго канала будет стремиться к минимуму, 

т.е. на указанных собственных частотах стенок имеет место антирезонанс 

соответствующей противоположной стенки каналов. 

Используя (24), (25) можно провести численное моделирование 

динамического отклика стенок на изменение пульсации давления на торцах 

второго канала, а также определить резонансные частоты колебаний и оценить 

влияние геометрических размеров каналов и физических свойств жидкости. 

Приведем пример такого исследования для рассматриваемых каналов со 

следующими параметрами: l = 10-1 м, δ1 = 6∙10-3м, δ2 = 5∙10-3м, ρ1 = 2∙103 кг/м3, 

ν1 = 5∙10-6 м2/c, ρ2 = 1.84∙103 кг/м3, ν2 = 2.5∙10-6 м2/c, b = 0.5 м, n1 = 9∙105 Н/м, 

n2 = 3.6∙106 Н/м, m1 = 4 кг, m2 = 8 кг. 

На рисунке 2 представлены результаты расчетов безразмерных 

амплитудных и фазовых характеристики подвижных стенок каналов для 

указанных выше параметров. 

 
Рисунок 2 - Результаты численного расчета безразмерных характеристик (24), (25):  

1 – общая стенка каналов, 2 – нижняя стенка второго канала 
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На рисунках 3 и 4 приведены результаты расчетов безразмерных 

амплитудных и фазовых характеристик для случаев уменьшения в 2 раза зазора 

второго канала  

(δ2 = 2.5∙10-1 м) и при замене жидкости во втором канале на жидкость с большей 

вязкостью и меньшей плотностью (ρ2 = 900∙103 кг/м3, ν2 = 12.5∙10-6 м2/c). 

 

 

Рисунок 3 - Результаты численного расчета безразмерных характеристик (24), (25) при 
уменьшении зазора второго канала (δ2 = 2.5∙10-3 м):  

1 – общая стенка каналов, 2 – нижняя стенка второго канала 

 

 

 

Рисунок 4 - Результаты численного расчета безразмерных характеристик (24), (25) при замене 
жидкости во втором канале на жидкость с большей вязкостью и меньшей плотностью 

(ρ2 = 900∙103 кг/м3, ν2 = 12.5∙10-6 м2/c): 1 – общая стенка каналов, 2 – нижняя стенка второго 
канала 
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Проведенное моделирование показало наличие двух резонансных частот 

колебаний стенок вблизи собственных частот их колебаний, а также наличие для 

каждой из стенок антирезонанса на собственной частоте противоположной 

стенки. Наблюдается смена фаз колебаний при переходе через резонансные 

(антирезонансные) частоты. Показано, что уменьшением зазора одного из 

каналов можно добиться существенного подавления амплитуд колебаний стенок 

каждого из каналов. Подавлению амплитуд колебаний также может 

способствовать применение жидкостей с большей вязкостью. При этом 

варьирование размеров зазора каналов и физические свойств жидкостей мало 

сказывается на качественном поведение фазовых характеристик 

рассматриваемых стенок каналов, в тоже время, изменение зазоров каналов 

существенно влияет на величину фазовых углов. 

 

Заключение 

В работе предложена математическая модель для исследования 

гидроупругих колебаний стенок двух узких каналов, заполненных 

пульсирующими жидкостями и имеющих общую стенку на упругом подвесе. 

Модель разработана с учетом динамики взаимодействия стенок каналов, 

ограничивающих две вязкие жидкости с различными физическими свойствами, с 

этими жидкостями и несовпадения координат Лагранжа и Эйлера, используемых 

для описания движения стенок и жидкости в каналах. Проведенный 

асимптотический анализ модели позволил корректно провести ее линеаризацию 

и определить гидроупругие отклики стенок каналов. Определены коэффициенты 

демпфирования для рассмотренной колебательной системы, получены и 

численно исследованы амплитудные и фазовые частотные характеристики стенок 

рассматриваемых каналов. Представленные в работе результаты могут быть 

использованы для анализа виброустойчивости элементов систем гидропривода, 

охлаждения и подачи топлива в современных изделиях авиакосмической 

промышленности. Кроме того, разработанная модель применима для разработки 

и анализа частотных характеристик гидравлических демпферов приборов и 

элементов конструкций авиакосмической техники. 
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