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Аннотация 

Предложен метод и на его основе аналитически решена задача о контактном 

взаимодействии между кольцами роликовых подшипников и телами качения. 

Исследовано влияние радиального зазора в подшипнике на параметры силового 

контакта между элементами подшипника и определены параметры нагруженности 

при различных схемах нагружения, когда внешняя сила проходит по центру 

максимально нагруженного ролика и, когда – между ними. Получены функции 

зависимости параметров нагруженности подшипника от величины радиального 

зазора.  

 

Ключевые слова: роликовый подшипник, зазор в подшипнике, жесткость 

подшипника, упругая податливость подшипника, количество нагруженных роликов. 

 

При решении задач динамики роторных систем большое значение имеет точность 

расчета жесткостных характеристик опор ротора. Одним из самых распространенных 

элементов опор является роликовый подшипник, моделирование которого связано с 
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необходимостью учета контактных взаимодействий между телами качения и 

кольцами [1]. 

Задача в работе [2] решена на основе контактной теории Герца [3], однако 

полученная зависимость между перемещением и внешней силой неудобна для 

использования в практических расчетах. В работе [4] эта же зависимость описывается 

с помощью эмпирически полученной формулы Пальмгрена [5].  

Как показали результаты исследований и опыт эксплуатации подшипников 

качения, на их износ и работоспособность оказывает большое влияние величина 

радиального зазора [5, 6]. Недостаточный зазор ведет к тому, что при каждом 

совпадении максимальных овальностей колец и тел качения происходит их жесткое 

заклинивание и резкое увеличение местных деформаций. Большой зазор исключает 

возможность защемления, но увеличивает напряжение в зоне максимального 

нагружения и ухудшает динамику подшипника, что также снижает его 

работоспособность.  

Поэтому, при прочностных расчетах важное значение имеет правильное 

определение параметров нагруженности в опорах качения [5-7]. 

Вопросу влияния радиального зазора в подшипниках качения на их 

характеристики уделяется большое внимание [8-15]. В работе [8] проведено 

аналитическое исследование и установлено, что отрицательный зазор (преднатяг) 

уменьшает шум и увеличивает их жесткость. Также здесь проведено исследование 

влияния зазора на срок службы подшипника. В работе [9] показано, что 

отрицательный зазор улучшает распределение нагрузки между телами качения и 

может увеличить срок службы подшипника. Подшипники качения исследованы 
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также в работах [16- 19], например, в работе [19] исследованы подшипники из 

керамики.  

Однако в существующих исследованиях не получено аналитических формул, 

устанавливающих связь между максимальной нагрузкой, количеством 

воспринимающих нагрузку роликов и зазором при различных схемах нагружения, 

когда внешняя сила проходит по центру максимально нагруженного ролика и, когда 

она проходит между ними, что очень важно для исследования изменения жесткости 

во время вращения подшипника.  

Для решения проблемы достаточно рассмотреть два характерных случая 

расположения тел качения относительно линии действия внешней нагрузки на 

подшипник, когда она проходит по центру максимально нагруженного ролика - схема 

1 и, когда она проходит между максимально нагруженными роликами - схема 2 

(рис.1). При этом обе схемы нагружения необходимо исследовать как при отсутствии 

радиального зазора, так и при его наличии.  

Приближенное решение задачи по схеме 1 приведено в работах [20, 21]. В данной 

работе рассмотрены обе схемы нагружения и приведено уточненное аналитическое 

решение задачи. Несложно увидеть, что жесткости подшипников этих схем разные, и 

этот факт является источником, в том числе, колебаний в роторных системах.  

В расчетных методиках [22], в основном применяются полуэмпирические 

зависимости, например, в роликовом подшипнике, работающем под радиальной 

нагрузкой, максимальная сила определяется как Р0=kFr/Z, где k – коэффициент; Fr - 

радиальная сила в подшипнике; Z – количество роликов в нем. При Z = 10÷20, 

коэффициент k=4,0, если зазор в подшипнике равен нулю, и k=4,6 при  
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Рис.1а. Расположение роликов с 

одним (схема 1) максимально             

нагруженным роликом 

 Рис.1б. Расположение роликов с                                

двумя (схема 2) наиболее нагруженными 

роликами 

 

зазоре больше нуля [22]. Очевидно, что чем больше зазор, тем больше 

неравномерность распределения нагрузки между телами качения. 

Рассмотрим случай расположения роликов, когда внешняя радиальная сила 

проходит по центру максимально нагруженного ролика, схема 1 (рис.1а).  

В настоящей работе предлагается иной подход, для аналитического решения, 

которое сводится к решению системы уравнений: совместности деформаций, зазоров 

и перемещений  

Wi= αi - Si,     i=0, 1, 2, … N,         (1) 

где Wi, αi, Si – упругая деформация, перемещение и зазор на i – ом элементе; 

N = (Nо -1)/ 2,           (2) 

Nо - количество воспринимающих нагрузку тел качения, и уравнения равновесия 

(рис.2) , 

ri

N

i
i FPP  



cos2
0

0 ,          (3) 

где Рi, Fr – нагрузка на i – ом элементе и внешняя сила на подшипник  

Fr Fr 
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Рис.2. Схема нагружения роликового подшипника при отсутствии зазора 

 

соответственно; γi– угол i – го подшипника относительно вертикали. 

Упругая деформация i – го элемента в роликовом подшипнике в формуле (1) 

определяется  

Wi = δ Рi,    i =0, 1, 2, …N,          (4) 

 где δ– податливость с одним роликом (рис.3), согласно работе [23] определяется как 

)/393,3ln(4 qEcn  , 

где 
 









4

2
, здесь постоянные Ламе λ и μ определяются 

  




211

E


  ; 

 





12

E
; из последних выражений следует, в частности, 

P1 

P1 

Pо 

αо 

αо 

Без зазора 
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Рис.3 Ролик между кольцами подшипника  

 

E




21
 ; Е ,ν – модуль упругости и коэффициент Пуассона материалов; q – 

распределенное по длине ролика усилие; 21cccn   - обобщенная толщина колец. 

Силовой контакт при начальном касании упругих тел по линии подробно исследован 

в работах [24 -27].  

При отсутствии зазоров Si=0, формула (1) упрощается  

Wi = αi,        i =0, 1, 2, … , N,          (5) 

где αi определяется как  

αi= α0cosγi ,     i =0, 1, 2, … N,         (6) 

здесь для рассматриваемой схемы  
Z

ii




2
 . 

Из формул (3), (4), (5), (6) для максимальной силы на ролик получено 

соотношение  

k

F
P r0 ,              (7) 

r3 

r2 

r1 

С1 

С2 
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где 





N

i

ik
1

2cos21  ,          (8) 

здесь 
Z




2
 . 

Следует отметить, что конечная сумма в формуле (8) существует и определяется 

 
 

 ZN
Z

ZNN
i

N

i

/)1(2cos
/2sin

/2sin

2

1

2
cos

1

2 






 .  

Таким образом для коэффициента в (8) получаем выражение 

11 NNk  ,            (9) 

где 
 
 


Z

ZN
N

/2sin

/2sin
1



  ZN /)1(2cos  .  

При отсутствии зазора в подшипнике зависимость (9) упрощается 2/11 N  и 

4/Zk  . Следовательно, максимальная нагрузка в этом случае будет  

Z

F

NN

F
P rr 4

1 1
0 


 ,          (10) 

что согласуется с известными данными.  

Максимальное смещение α0 определяется из формул (4), (5), (6) в виде  

Z

F

NN

F
P rr  4

1 1
00 


 , 

а распределение нагрузки по телам качения определяется как  














Z
i

Z

F

NN

F
PP r

i
r

ii




2
cos4cos

1
cos

1
0  .   

Жесткость С всего подшипника определяется из соотношения  0CFr  , с 

учетом формулы (7) получаем 

http://trudymai.ru/


Труды МАИ. Выпуск № 115          http://trudymai.ru/ 

 



11 NN
C




4

Z
 .           (11) 

Входящий в последние формулы для определения величин P0, Pі, α0 и С - 

параметр N, определяется по (2). 

Далее рассмотрим эту же схему при наличии радиального зазора 2е (рис.4) в 

подшипнике. Сначала установим связь между e и Si в (1). В работе [6] из 

геометрических соотношений для величины зазора Si между роликом и кольцом 

получена зависимость  

     31

2/12

32

2

32 sin)(cos)( rrrrerrS   ,(12) 

где r1, r2, r3 - радиусы внутреннего и наружного колец и роликов 

 

Рис.4. Схема нагружения роликового подшипника при наличии радиального зазора 

 

 подшипника. При условии е2 / r2
2<<1 и  еr3 / r2

2<<1, соотношение (12) существенно 

упрощается. Действительно, при этих условиях из (12) получаем 

31

2/1

22

3
2 cos221 rr

r

e

r

r
rS 








  , 

αо 

r1 

r3 

e 

03 

01 

02 

γ 

r2 

F 
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или, с учетом соотношения  

errr  132 2 , 

получаем  

coseeS   .   

Следовательно, зависимость между радиальным зазором е в подшипнике и 

зазором Si в его i- ом элементе будет  

)cos1( ii eS  .           (13) 

Таким образом, при наличии зазора в подшипнике задача сводится к решению 

системы уравнений (1), (3), (4) и (13). Из формулы (1) с учетом (6) и (13) имеем:  

 iii eW  cos1cos0  ,        i =0, 1, 2, … N, 

а из условия WN=0, (когда N-й элемент только вошел в контакт, но нагрузку еще не 

воспринимает), получаем  

30 Ne  ,          (14) 

где 
Z

NN




2
  ;   

 
 ZN

ZN
N

/2cos1

/2cos
3






 . 

Для установления связи e–N в аналитическом виде, поступим следующим 

образом. Перепишем систему уравнений упругой деформации (4) в виде 

00

1
WP


  

1111 cos
1

2cos2 WP 


   

2222 cos
1

2cos2 WP 


           (15) 
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NNNN WP 


 cos
2

cos2  ,   

а систему уравнений совместности (1) в виде  

iii SW   cos0 ,    i =0, 1, 2, … N,        (16) 

тогда подставляя (16) в (15) и суммируя полученную систему, получаем   

i

N

i
i

N

i
ir SF  cos2cos2

11

2
00 



 .        (17) 

Подставляя в (17) значения зазоров Si из (13), получаем  

 21

00

2 NNN
eFr 



11 NN  ,      (18) 

где 
 

 
 ZN

Z

ZN
N /cos

/sin

/)1(sin
22 



 
 . 

Из формул (4) и (5) следует, что 000 PW   , следовательно, из (18) получаем 

величину максимальной нагрузки в долях внешней силы в виде   

 

1

12

0

1

21

NN

NNN
F

e

F

P r

r 






.         (19) 

Из (14) следует, что  

30 NPe   ,  

отсюда для максимальной нагрузки в безразмерном виде получаем 

3

0 1

NF

e

F

P

rr 
 .           (20) 

Для получения зависимости e-N, из формул (19) и (20), необходимо приравнять их 

правые части. 
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21

3

1
2

1

1

NNN
N

NN
Fe r




  .         (21) 

Следует отметить, что формула (21) служит для определения зависимости 

количества воспринимающих нагрузку роликов N0 от радиального зазора e в 

подшипнике (e - N0). 

Распределение нагрузки по телам качения Рi можно найти из системы уравнений 

(1), (4), (6) и (13): 

 iii

e
PP 


 cos1cos0  . 

Максимальное смещение определяется из (7) и (19)  

 

1

12

00
1

21

NN

NNN
F

e

FP r
r








 .        (22) 

Жесткость подшипника для рассматриваемого случая с учетом (22) определяется 

как  

 12

1

21

11

NNN
F

e

NN
C

r









. 

При определении величин P0, Pі, α0, С, параметр N определяется по формуле (2). 

Рассмотрим случай расположения роликов по второй схеме (рис1б), когда 

внешняя радиальная сила проходит между максимально нагруженными роликами.  

В этом случае уравнение равновесия видоизменяется, принимая вид  

ri

N

i
i FP 



cos2
1

,        (23) 
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где  

 
Z

ii


 12  , и N = N0 / 2,       (24) 

N0 – количество воспринимающих внешнюю нагрузку роликов. 

Рассмотрим случай, когда зазор в подшипнике отсутствует. Тогда из уравнения 

(6) получаем смещение под максимально нагруженный ролик по направлению 

действия силы P1 в виде  

α1 =α0·cosγ1,            (25) 

откуда максимальное смещение будет 

α0 =α1 / cosγ1

NN

FP r




41

1

cos






.        (26) 

С помощью изложенного выше подхода определена максимальная сила на первом 

ролике подшипника  

 

4
1

/cos

NN

zF
P r





,           (27) 

где 

 
 

z
N

z

z

N
zN






2

cos1
2

cos
2

sin

1
2

sin

4 



 . 

Так как для этой схемы нагружения N = N0 /2 , то можно показать, что при 

отсутствии зазора в подшипнике 04 N , тогда формулу (27) для максимальной 

нагрузки можно переписать в виде  

zz

F
P r 

cos
4

1  .          (28) 
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Определены также жесткость всего подшипника, которая в рассматриваемом случае 

вычисляется из соотношения Fr =C α0 с учетом зависимостей (26) и (27) 

4

1

1

4

4

0

zNN

NN
F

FF
C

r

rr












 ,       (29) 

и распределение нагрузки между роликами, что определяется по формулам (4), (5), 

(6), (23), (27) как  

   



















 12cos

4
12cos

4

i
zz

F
i

zNN

F
P rr

i


,  i =1, 2, … N .  

Аналогичным образом, с помощью данного метода, можно также решить задачу 

при наличии радиального зазора в подшипнике. Получены результаты:  

- максимальная сила на ролике  

 

  zNN

NNN
F

e

FP r
r


cos

21

6

67

1




  , 

где обозначены  

 
  zzN

z

zN
N /2cos/)1(2cos

/2sin

/)1(2sin
6 







  , 

 
  zzN

z

zN
N /cos/)1(cos

/sin

/)1(sin
7 







  , 

 - зависимость N- e   

  7

5

6 2
)/cos(

1
1

1

N
zN

NN
F

e

r




















,  

где 
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  zNz

zN
N

/)12(cos1)/cos(

/))12(cos(
5









, 

 - распределение нагрузки между роликами при наличии зазора  

 iii eP 



 cos1cos

cos 1

1  ,  

 - смещение α0 кольца подшипника  
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 , 

 - жесткость подшипника определяется как 

 

 












67

6

0
21 NNN

F

e

NNF
C

r

r





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Ниже на рис.5., по полученным в работе формулам, построены зависимости 

относительных величин (в долях аналогичных величин при отсутствии зазора в 

подшипнике) подшипника при наличии зазора: жесткости - ● , максимальной силы на 

ролик - ▲ , перемещения колец - ■ (рис.5а- при первой схеме нагружения) для 

рассмотренных схем нагружения от радиального зазора e мм при 03261,0rF  мм; 

Z=18. 

Анализ полученных зависимостей показал, что жесткость подшипника для 

указанных схем при отсутствии радиального зазора практически постоянна, что 

вытекает из формул (13) и (39). Из рис.5б следует, что при наличии радиального 

зазора жесткость подшипника при второй схеме нагружения меньше, что может стать 

причиной колебаний роторных систем. 
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а) относительная жесткость-● 

максимальная сила на ролик-▲ 
 б) отношение жесткости первой 

схемы нагружения к второй 
перемещения колец-■   

Рис.5. Зависимости относительных величин подшипника от радиального зазора e, мм при 

Frδ=0,03261, мм и Z =18 

 

Таким образом, определены все параметры роликовых подшипников и влияние 

на них радиального зазора, которые могут быть использованы в авиационных 

роторных системах при расчете их прочности, нагруженности и долговечности. 
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Abstract 

The presented work studied thoroughly the problem of radial clearance impact on a 

number of roller bearing loading parameters. It is indicated herewith that the source of the 

clearance is of no importance. It forms as the result of wearing, or it is a preliminary, i.e. 

deliberate clearance from technical considerations. The problem was solved analytically, 

based on the proposed method, employing herewith the author's technique for determining 

the pliancy of a “bearing” with a single rolling body.  

Two characteristic schemes for a bearing loading with a radial force were considered. 

The first scheme describes an option, in which the radial force passes through the center of 

the maximally loaded roller, and the second one touches upon the case when the radial force 

passes between such rollers. 

The problem has been solved with both absence of a radial clearance and its presence. 

The following parameters were determined: the bearing stiffness (pliancy); the number of 

load-bearing rollers; the maximum load on the roller, as well as the functions of these 

parameters on the radial clearance.  

The main results of the work are as follows:  
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- bearing stiffness in the absence of radial clearance in both loading schemes is almost 

constant;  

- with the clearance increase, the stiffness in the second loading scheme decreases more 

rapidly than in the first scheme, which can cause fluctuations in the rotor systems.   

The obtained results can be employed while solving a number of problems, for 

example, when designing and studying the dynamics of the aircraft turbine mechanisms, or 

when evaluating the wear and performance of rolling bearings, as well as their durability. 

 

Keywords: roller bearing, bearing clearance, bearing stiffness, elastic compliance of the 

bearing, number of loaded rollers. 
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