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Аннотация. Статья посвящена описанию математической модели движения 

диаграммы направленности антенны радиолокационного координатора в 

пространстве с учетом колебания по углам тангажа и рысканья. Влияние угловых 

эволюций на результат пеленгации обусловлен соотношением угловой скорости 

вращения по углу крена и угловой скорости эволюций. В настоящей статье 

рассматривается случай, когда эти скорости сопоставимы. После рассмотрения ряда 

упрощенных моделей по аналитическому описанию движения трехмерной 

диаграммы направленности антенны в координатах «азимут - угол места» рассчитана 

трехмерная модель, а также ее проекция на земную поверхность. Корректность 
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математической модели подтверждается экспериментальными исследованиями, 

результаты получены путем установки радиолокационного координатора на линейно-

движущийся беспилотный летательный аппарат, который подвержен угловым 

эволюциям и реализует пеленгационный метод конического сканирования. Таким 

образом, предложена концепция математической модели движения проекции 

диаграммы направленности антенны радиолокационного координатора на 

поверхность земли, осуществляющего коническое сканирование пространства в 

условиях линейного перемещения и угловых эволюций носителя. Модель применима 

для устройств и изделий, выступающих в роли радиолокационного координатора 

различного назначения. Модель основана на ряде упрощений, таких как линейные 

модели движения и модель Гаусса для описания диаграммы направленности антенны. 

Принятые упрощения могут быть уточнены без существенной переработки модели. 
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Abstract. The article deals with the description of a mathematical model of the directional 

pattern of the radar coordinator antenna in space, with account for fluctuations in pitch and 

yaw angles. The angular evolutions effect on the direction finding result is stipulated by the 

ratio of the angular velocity of rotation in the angle of roll and the angular velocity of 

evolutions. the presented article considers the case when these speeds are comparable. After 

considering a number of simplified models for analytical description of motion of the three-

dimensional antenna directional pattern in the “azimuth - angle of location” coordinates, a 

three-dimensional model was computed, as well as its projection onto the Earth surface. The 

mathematical model correctness is confirmed by experimental studies, which results were 

obtained as an outcome of a radar coordinator installing on a linearly moving unmanned 

aerial vehicle, which is subjected to angular evolutions and implements the direction-finding 

method of conical scanning. Thus, the concept of a mathematical model of motion of the 

the directional pattern of the radar coordinator antenna projection onto the Earth surface, 

performing a conical scanning of space under conditions of linear displacement and angular 

evolutions of the carrier, is proposed. The said model is applicable for the devices and 

products functioning as a radar coordinator for various purposes. The model is based on a 

number of simplifications, such as linear motion models and the Gauss model for describing 
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the antenna pattern. The adopted simplifications may be clarified without significant 

reworking of the model. 

Keywords: radiation pattern, radar station, angular evolutions, conical scanning, radar 
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Введение 

Разработка радиолокационных систем (РЛС) с активным электронным 

сканированием – сложная наукоемкая задача. Поэтому для лоцирования объектов не 

теряет актуальности применение классических электромеханических методов, 

например, конического сканирования [1]. 

Преимущество метода состоит в том, что он простой и относительно дешевый 

в реализации. РЛС, основанные на данном принципе, могут применяться в составе 

беспилотных летательных аппаратов (БПЛА) [2, 3], так как одноканальная реализация 

позволяет добиться малых массогабаритных характеристик. 

В случае жесткого крепления РЛС к корпусу носителя он будет являться 

радиолокационным координатором (РЛК). Сканирование может осуществляться за 

счет вращения РЛК или жестко связанной с ним платформы [4-6]. Основной 

проблемой на пути реализации такой системы является наличие угловых эволюций, 

которые могут вносить существенную погрешность в результат пеленгации объекта, 

а в ряде случаев сделать применение метода невозможным.  
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Под угловыми эволюциями, в данном случае, стоит понимать колебания по 

углам тангажа и рысканья. Следует отметить, что влияние угловых эволюций на 

результат пеленгации обусловлен соотношением угловой скорости вращения по углу 

крена 𝜔𝛾, которая является частотой сканирования, и угловой скорости эволюций 𝜔𝐴. 

При условии, что 𝜔𝐴 ≪ 𝜔𝛾, учет влияния осуществляется достаточно просто. В 

настоящей статье рассматривается случай, когда скорости сопоставимы. 

 

Упрощенные динамические модели 

РЛК совершает сложное движение, состоящее из линейного перемещения, 

вращения по крену с частотой сканирования и угловых эволюций. Для описания 

движения носителя РЛС используется линеаризованная модель, согласно которой 

линейное перемещение центра масс носителя описывается классической формулой 

равномерного движения: 

 
0( )S t Vt S  , (1) 

где 𝑆̅(𝑡) – перемещение; 𝑉̅ – вектор скорости носителя. 

На данном этапе для объяснения сути модели таких упрощений достаточно. В 

дальнейшем достаточно просто перейти к более точной дифференциальной модели 

описания движения. 

Вращение антенного полотна при коническом сканировании описывается 

простым уравнением вращательного движения: 

 
0( ) yt t    ,  (2) 



где 𝜑 – угол поворота; 𝜔𝛾 – угловая скорость вращения по углу крена; 𝜑0 – начальная 

фаза вращения по углу крена. 

В качестве модели описания угловых эволюций носителя используется 

пространственная гармоническая функция, описываемая соотношением: 

 ( )( ) Λ A Aj tY et    ,  (3) 

где Λ – амплитуда угловых эволюций; 𝜔𝐴 –угловая скорость эволюций; 𝜑А – 

начальная фаза угловых эволюций. 

Введем аналитическое описание движения трехмерной диаграммы 

направленности 𝐺 в пространстве. Используем произведение двух Гауссовых 

моделей, описанных в ортогональных координатах: 
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(4) 

где Α – координата по азимуту; Α0 – смещение максимума ДНА относительно РСН в 

азимутальной плоскости; Α0,5 – ширина ДНА в азимутальной плоскости; Β – 

координата по углу места; Β0 – смещение максимума ДНА относительно РСН в 

угломестной плоскости; Β0,5 – ширина ДНА в угломестной плоскости. 

Одна из реализаций трехмерной модели ДНА в координатах «азимут - угол 

места» представлена на рисунке 1. 

 



 

Рисунок 1 – Трехмерная модель ДНА в координатах «азимут - угол места» 

Пару координат «азимут Α» и «угол места Β» можно заменить парой координат, 

«пеленг – угол крена». Связь координат определяется формулой Эйлера: 

 cos sinjye A j B   , 
(5) 

Если совместить ось абсцисс системы координат (СК), представленной на 

рисунке 1, c вещественной осью комплексной плоскости, а ось ординат с мнимой 

осью, тогда можно ввести понятие комплексной координаты точки 
jZ e   . 

С учетом того, что комплексные числа – математический аппарат для описания 

движения плоскости [7], вращение ДНА по углу крена (осуществление конического 

сканирования) в координатах «азимут - угол места» можно описать с помощью 

формулы 
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где 𝑍𝑝 – комплексные координаты всех точек ДНА в момент времени 𝑡; Δ𝑝 – 

координаты пеленга всех точек ДНА; 𝛾𝑝 – координаты крена всех точек ДНА; 𝜔𝛾 – 

угловая скорость вращения по крену; 𝜑𝛾 – начальная фаза вращения по крену. 

В качестве модели описания динамики угловых эволюций носителя используем 

формулу (3) 

Вещественная часть 𝑅𝑒(𝑌(𝑡)) будет характеризовать колебания носителя по 

углу рысканья, а мнимая 𝐼𝑚(𝑌(𝑡)) по углу тангажа.  

Подставляя выражение (3) в формулу (6), получаем описание вращательного 

движения точек ДНА в условиях угловых эволюций РСН: 
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где Δ𝑝 – координаты пеленга всех точек ДНА; 𝛾𝑝 – координаты по углу крена всех 

точек ДНА. 

Для избавления от параметра времени произведем замену 𝛾 = 𝜔𝛾𝑡 + 𝜑𝛾, а так 

же введем параметр Φ =
𝜔𝐴 

𝜔𝛾
𝜑𝛾 − 𝜑𝐴, описывающий разницу фаз процессов. 

Окончательно получаем: 
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(7) 



Подставляя выражение (7) в формулу (4), получим описание пространственного 

движения ДНА в виде: 
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Получение проекции ДНА на земную поверхность 

Зная угловые координаты всех точек ДНА, можно описать движение проекции 

ДНА на земную поверхность [8] или, по-другому, зоны обзора (ЗО). Для этого можно 

использовать методом центрального проецирования. 

Исходные данные: Rt – дальность текущая до пересечения оси ДНА с земной 

поверхностью; α – постоянный угол тангажа; β – постоянный угол рысканья; γ – угол 

крена; θ – угол тангажа, вызванный эволюциями носителя; ψ – угол рысканья, 

вызванный эволюциями носителя. 

В общем случае, ДНА в пространстве можно упрощенно описать уравнением 

эллиптического конуса. Границы конуса можно определить по уровню половинной 

мощности. 

Параметрическое уравнение поперечного сечения эллиптического конуса на 

расстоянии Rt от вершины: 
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где ζ – параметр, задаваемый вектор-строкой в пределах [0,360] c некоторым шагом; 

E – единичная матрица размерностью, совпадающей с ζ. 

Геометрия наблюдения в плоскости XOY земной СК представлена на 

рисунке 2. 

 

Рисунок 2 -  Геометрия наблюдения в плоскости XOY земной СК 

 

Здесь D – прямая дальность до точки пересечения линии симметрии с земной 

поверхностью. Пунктиром обозначены расстояния до ближней (𝐶𝐴1) и дальней 

( 𝐶𝐴2) границ зоны обзора; β – постоянный угол тангажа. 

Для того, чтобы получить координаты точек ЗО на поверхности земли, 

необходимо произвести центральное проецирование полученных точек ДНА в 



картинной плоскости (𝑥𝑎 , 𝑦𝑎 , 𝑧𝑎) на плоскость XOZ земной системы координат [9]. В 

качестве центра проецирования (𝑥𝑠 , 𝑦𝑠 , 𝑧𝑠) используем координаты центра масс 

изделия (0, 0, 𝐷 ∗ 𝑠𝑖𝑛 (β)). 

Коэффициент, используемый для проецирования, рассчитывается по 

следующей формуле:  
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Геометрия наблюдения в земной СК представлена на рисунке 3. 

 

Рисунок 3 – Геометрия наблюдения в земной СК 

Все точки фигуры, которой принадлежат точки 𝐴1, 𝐴2 лежат в плоскости XOZ 

земной СК. Эта фигура и есть проекция ЗО («след» ДНА) на местности. Эллипс, 

выделенный красным цветом и точки, ему принадлежащие 𝐴К1, 𝐴К2, лежат в 

картинной плоскости. 



Здесь точка C – координаты носителя и соответственно центральная точка 

проецирования; точка A – центр эллипса в картинной плоскости (проекция этой точки 

имеет те же координаты, что и сама точка). Пунктиром выделены проецирующие 

лучи. 

Координаты точек (𝑥𝑎 , 𝑦𝑎 , 𝑧𝑎) можно получить, используя углы полученные с 

помощью соотношения (8). Применяя центральное проецирование через точку 𝐶 к 

этим координатам, можно получить описание проекции ЗО в любой момент времени. 

 

Выводы 

В настоящей статье описывается концепция математической модели движения 

проекции ДНА РЛК на поверхность земли, осуществляющего коническое 

сканирование пространства в условиях линейного перемещения и угловых эволюций 

носителя. Модель применима для устройств и изделий, выступающих в роли 

радиолокационного координатора различного назначения [10-13], что является одной 

из технологий дистанционного управления. Акцент на важности совершенствования 

форм и способов применения войск и технических средств, обеспечивающих 

дистанционное бесконтактное воздействие на противника для достижения целей боя 

и операции, в своем докладе сделал начальник ГШ ВС РФ Валерий Герасимов 

"Основные тенденции развития форм и способов применения ВС, актуальные задачи 

военной науки по их совершенствованию". 

Модель основана на ряде упрощений, таких как линейные модели движения и 

модель Гаусса для описания ДНА [14-17]. Для реализации модели требуется 

оптимальная обработка радиолокационной информации от пространственно-



распределенных целей при коническом сканировании [18-20]. Принятые упрощения 

могут быть уточнены без существенной переработки модели.  
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