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Аннотация 

Данная работа продолжает цикл публикаций автора, посвященных решению 

гидродинамических задач, допускающих аналитический подход к их рассмотрению. 

В работах [17-18] исследованы возможности применения метода «разрывных 

функций» для теоретического определения критических значений числа Рейнольдса 

ламинарно-турбулентного перехода в задаче Хагена-Пуазейля и в плоской задаче 

Куэтта. Метод может быть применен в тех случаях, когда существуют различные 

функции, характеризующие разные физические процессы, например, ламинарный и 

турбулентный режимы течения жидкости, а также осуществляется скачкообразный 

переход от одного физического процесса к другому. В задаче Хагена-Пуазейля и в 

плоской задаче Куэтта удалось аналитически определить функции, описывающие 

квазистационарный турбулентный и стационарный ламинарный режимы течения. 

Решения этих задач удалось найти за счет учета в уравнениях Навье-Стокса 

производства энтропии, обусловленного возбуждением стохастических пульсаций в 
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потоке жидкости. Аналогичный подход для определения профилей скорости, как в 

ламинарном, так и в турбулентном потоках, был применен в работе [19] при 

решении плоской задачи Пуазейля. Данная работа посвящена определению 

критического значения числа Рейнольдса с помощью метода «разрывных функций» 

в плоской задаче Пуазейля. Найдено критическое значение числа Рейнольдса, при 

котором возможен переход от ламинарного к турбулентному режиму течения. 

Приведено сравнение результатов с имеющимися экспериментальными данными. 

 

Ключевые слова: турбулентность, плоское течение Пуазейля, критическое 

значение числа Рейнольдса, стохастические системы, плотность вероятности. 

 

1. Введение  

Задача теоретического описания ламинарно-турбулентного перехода и 

определения критических значений числа Рейнольдса в различных типах течений 

имеет довольно давнюю историю [1-16], однако не является до конца решенной до 

сих пор. Методы решения таких задач, в основном относятся к определению потери 

линейной устойчивости ламинарного режима течения [1-3]. Однако попытки 

разрешить наиболее известные «классические» задачи гидродинамики, 

допускающие аналитическое интегрирование уравнений Навье-Стокса (УНС), с 

помощью подобных методов не привели к успеху. Так задача Хагена-Пуазейля, 

описывающая течение несжимаемой вязкой жидкости в трубе кругового сечения и 
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плоская задача Куэтта, в которой описывается течение несжимаемой вязкой 

жидкости, помещенной между двумя движущимися в противоположных 

направлениях пластинами, обладают линейной устойчивостью при любых 

значениях числа Рейнольдса. Для плоского течения Пуазейля (течение несжимаемой 

вязкой жидкости в бесконечном плоском канале под действием градиента давления) 

существует ограничение по устойчивости ламинарного режима течения, однако, 

критическое число Рейнольдса потери линейной устойчивости, рассчитанное S.A. 

Orszag, составляет 5772 , что почти в шесть раз превышает экспериментальные 

данные [3]. Попытки разрешить эти парадоксы привели к распространению точки 

зрения, что к потере устойчивости должны приводить конечные возмущения в 

жидкости. Однако остается открытым вопрос, почему в перечисленных задачах, 

допускающих аналитический подход к интегрированию УНС, не существует 

квазистационарных решений, описывающих турбулентные режимы течения, к 

которым и должны «стремится» течения при потере устойчивости. 

В работах [17-22] предложен метод описания гидродинамических 

стохастических систем с использованием модифицированных уравнений Навье-

Стокса, записанных в пространстве, расширенном с помощью дополнительной 

переменной, описывающей производство энтропии стохастической системы. Этот 

метод позволил при больших числах Рейнольдса найти два решения в задаче 

Хагена-Пуазейля, в плоской задаче Куэтта и в задаче описания плоского течения 

Пуазейля: одно из которых, соответствует ламинарному режиму течения, второе – 
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турбулентному. Небольшое отличие первого и второго решений в задаче Хагена-

Пуазейля и в плоской задаче Куэтта для двух режимов течения в локальной области 

(у стенки и в точке перегиба профиля скорости), позволило аналитически, с 

помощью метода описания «разрывных функций», найти критические значения 

числа Рейнольдса, при которых возможен переход от ламинарного к турбулентному 

режиму течения.  

В настоящей работе рассмотрим аналогичный подход для определения 

критического значения числа Рейнольдса в плоской задаче Пуазейля.  

Метод описания процессов, претерпевающих скачкообразные переходы [23], 

[17-18] (см. рис. 1), применим к таким физическим процессам, которые можно 

однозначно описать функциями  m~  на всей области определения  , кроме малых 

подобластей, в которых эти функции изменяют свои значения и/или значения своих 

производных. В таких подобластях функции     tmm  ~~   могут вести себя 

случайным образом (если следить за процессом изменения аргумента много раз). 

Задача метода состоит в поиске соотношений, связывающих значения функций и их 

производных на границах подобластей изменения параметров с размерами и 

положением этих подобластей относительно, рассматриваемых областей 

определения значений  .  
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Рис. 1. Схематичное изображение функции с разрывом первого рода в расширенном 

пространстве переменных 
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В тех задачах, где рассматриваются не интегральные, а локальные 

характеристики процесса, метод «разрывных функций» необходимо рассматривать с 

учетом дополнительных критериев и факторов, позволяющих говорить о 

возможности или невозможности наступления глобального перехода. Например, 

изменение функции скорости или производной скорости, описывающей профиль 

скорости в некоторых локальных точках, безусловно, может свидетельствовать о 

возможности глобального изменения режима течения – переходу от ламинарного к 

турбулентному режиму течения. В тоже время изменение второй (или более 

высокой) степени производной функции скорости в локальной точке, вероятнее 

всего не приведет к изменению режима течения. Неоднозначность влияния на смену 

режимов течения может касаться и положения самих точек в потоке, в которых 

исследуется изменение функциональной характеристики. Так, наиболее 

«чувствительными» к смене режимов течения являются пристеночные области. 

Однако во внутренних течениях, вблизи точек «перегиба», где производная 

скорости становится нулевой, влияние локального перехода также может стать 

источником глобальной перестройки течения. В общем случае, вопрос влияния 

изменения течения в отдельных точках на глобальную смену режимов течения во 

всей области требует отдельного исследования с точки зрения гидродинамической 

устойчивости. В данной работе при рассмотрении плоской задачи Пуазейля, также 

как и в задаче Хагена-Пуазейля [17], будем предполагать, что наиболее значимое 
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влияние на возможность глобальной смены режимов течения оказывают локальные 

изменения профиля скорости или производной скорости в пристеночной области.  

В работе [19] (следуя методу, разработанному в [17-18]) процедура 

расширения фазового пространства за счет введения «стохастической» переменной 

была применена к описанию течения вязкой несжимаемой жидкости в плоской 

задаче Пуазейля. Рассматривалось приближение, в котором не учитывались 

возмущения с малыми длинами волн, характеризуемые спектром, близким к 

«сплошному». В результате, были обнаружены два аналитических решения. Одно из 

них, соответствует ламинарному режиму течения и может реализовываться при 

любых значениях числа Рейнольдса. Второе – соответствует турбулентному режиму 

течения и может реализовываться только при достаточно больших значениях числа 

Рейнольдса. «Турбулентное» решение описывается логарифмическим профилем 

скорости в центре канала с множителем, обратно пропорциональным постоянной 

Кармана, значение которой также было определено аналитически: 
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. Вблизи стенки канала также найдено небольшое отличие 

ламинарного и турбулентного течения.  

Ламинарное течение описывается параболическим профилем скорости во всей 

области канала:     2
1 byUyV  , где b - полуширина канала, U  - скорость 

течения в центре канала при ламинарном режиме. Поэтому, используя переменную: 

yb , можно записать:      2222
21 bUbUbbUV   . А, поскольку, 
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динамическая скорость равна: Re22UV  , где UbRe  (см. [19]), то 
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b
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Видно, что при 0
~
 , в двух режимах течения будут неотличимы первые 

производные скорости. Вторые производные в точке 0
~
  будут различными для 
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двух режимов течения, однако влияние изменения вторых производных скорости на 

смену режимов течения маловероятно.  

Таким образом, приближение, в котором была решена задача определения 

профиля скорости турбулентного течения жидкости в плоской задаче Пуазейля [19], 

когда учитываются только возмущения с относительно большими длинами волн, 

является недостаточно корректным для решения задачи определения критического 

числа Рейнольдса ламинарно-турбулентного перехода. Поэтому вначале попытаемся 

решить задачу определения профиля скорости турбулентного течения, с учетом 

возбуждения возмущений «сплошного» спектра с малыми длинами волн.  

 

2. Нахождение профиля турбулентного течения жидкости в плоской 

задаче Пуазейля с учетом возбуждения возмущений с малыми длинами волн. 

Так же, как и в работе [19], при нахождении решений задачи плоского течения 

Пуазейля в уравнениях Навье-Стокса (УНС) будем учитывать производство 

энтропии, обусловленное возбуждением стохастических возмущений. В работах [17-

22] было дано довольно подробное обоснование возможности использования 

данного подхода. Для решения данной задачи достаточно рассмотреть систему 

уравнений, состоящую из уравнения неразрывности для несжимаемой жидкости и 

модифицированных УНС: 
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Здесь τ – временной масштаб, на котором происходит изменение энтропии на 

единицу,      pppss  ln~~   - переменная, являющаяся подъинтегральной 

частью выражения для дифференциальной энтропии     dpppS  ln  и 

характеризующая плотность вероятности   возникновения стохастического 

возмущения p . 

Решением системы уравнений (3) (с граничными и начальными условиями, 

соответствующими данной задаче) будет являться значение скорости 

     ;~,,;~,, srtVsrtVV


 , реализующейся с вероятностью  , на временном 

масштабе рассмотрения  , в момент времени t , в точке  zyxr ,,


. 

Задачу будем решать в классической постановке [3], а именно, в 

предположении, что скоростями в поперечных направлениях y  и z  можно 

пренебречь по сравнению с продольной скоростью V . Из чего следует постоянство 

давления в поперечных направлениях. Кроме того, в этом случае из уравнения 

неразрывности сразу вытекает, что продольная составляющая скорости V  не 

зависит от значения продольной координаты x . Тогда систему уравнений (3) с 

учетом описания стохастических пульсаций скорости при квазистационарном (когда 

0 tV ) течении вязкой несжимаемой жидкости, можно переписать в виде 

соотношения: 
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Предполагая постоянство градиента скорости в продольном направлении, 

полученное уравнение можно переписать в виде: 

2~

~

~

~

2

22











y

V

s

Vb


,                                                    (4) 

где byy ~
, b  - полуширина канала,   UVsyVV  ~,~~~

 - безразмерная 

квазистационарная компонента скорости в продольном направлении в расширенном 

стохастическом пространстве с дополнительной переменной s~ , 
dx

dPb
U

2

2

  - 

скорость жидкости в центре канала при ламинарном режиме течения [3],   - 

вязкость жидкости,  - плотность жидкости.  

Необходимо подчеркнуть, что в случае турбулентного режима, течение будет, 

безусловно, иметь пространственный - трехмерный характер. Однако 

нерассмотренные в уравнениях компоненты скорости будут иметь стохастический 

характер пульсаций. Они учитываются в уравнении (4) при введении переменной s~ , 

отвечающей за общее производство энтропии в турбулентном режиме.  

Уравнение (4) будем решать, используя граничные условия – «прилипание» 

жидкости на стенках в отсутствии пульсаций:   0~,~~

0~
1~ 




s
ysyV , и условие симметрии 

на оси канала:   0~~,~~

0~
0~ 




s
yysyV . 

Уравнение (4) можно упростить, введя вместо временного масштаба   

безразмерный коэффициент   ( 10   ) - параметр, характеризующий 
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пространственный масштаб, и воспользовавшись соотношением: 
Re

2
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b
 , где 

UbRe  - число Рейнольдса при ламинарном режиме течения жидкости.  

Подставляя зависимость    в уравнение, приходим к соотношению: 
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Сделав в нем замену:  
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ysyusyV  ,                                                 (5) 

получим 
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Решая уравнение (6) методом разделения переменных:  

     yFsNsyu ~~~,~~  ,                                                 (7) 

получим два уравнения:  

Re~
1 a

sd

dN

N
      и     aF

yd

Fd


2

2

~ ,                                       (8) 

где  Re,aa   - произвольная константа при любых фиксированных значениях 

параметров   и Re . Нетрудно заметить, что нулевое значение константы a  с 

учетом соотношения (5) и граничных условий к уравнению (4) соответствует 

решению уравнений Навье-Стокса для ламинарного течения несжимаемой жидкости 

в плоском канале. Это решение будет также являться первым решением задачи 
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течения жидкости в плоском канале с учетом стохастических возмущений скорости 

для любых значений числа Рейнольдса. 

В случае 0a , решением первого уравнения (8) являются функции  

 
s

a

esN
~

Re~~


.                                                          (9) 

Гладкие решения второго уравнения (8) можно записать в виде:  

 
ach

yach
F

~
 , где 0a ;      

 
a

ya
F

cos

~cos
 , где 0a . 

Соответствующие им выражения для скорости имеют вид: 

 
  2

~

Re ~
~

~,~~
ye

ach

yach
syV

s
a




,    0a ,                         (10) 

 
 

2
~

Re ~

cos

~cos~,~~
ye

a

ya
syV

s
a


 

,    0a .                        (11) 

Рассмотрим поведение течения жидкости вблизи стенок канала. Для этого 

введем переменную yb  или переменную y~1
~

  (здесь b 
~

, 

byy ~
), значение которой будем отсчитывать от стенки. Выражения (10)-(11) 

перепишем в виде зависимостей безразмерных скоростей от безразмерных 

расстояний относительно динамических значений скорости V  и длины y , 

соответственно (при этом, 1~Vy ): 

  2~

Re ~1

~1
~~,





























 









y
V

e
ach

y
V

ach

V
V

sV s
a







 

,    0a . 
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  2~

Re ~1
cos

~1cos
~~,





























 











y
V

e
a

y
V

a

V
V

sV s
a







 

,    0a . 

Поскольку динамические характеристики течения непосредственно у стенок 

канала в ламинарном и турбулентном потоках должны сохраняться, то 

безразмерные значения динамических скорости и длины: UVV  
~

 и byy  
~

, 

входящие в эти выражения, можно определить, используя соотношение для 

скорости ламинарного течения 
2~1

~
yV  : 

Re2

2
~

~
11~

0~
1~

0~
1~




















s
y

s
y y

V

Uby

V

UU
V







,                      (12) 

Re2

1
~

Re

1
~~ 






VV

U

Ub

Vy

b

y
y




,           ( 1~** Vy ).          (13) 

здесь   - отнесенная к единице площади сила трения. 

Используя соотношения (12), (13) перепишем выражения для скорости в виде: 

 

















































 





2
~

Re

Re2

1
1

Re2

1
1

2

Re2~,







  V
e

ach

V
ach

V

sV s
a

,  0a . 

 

















































 






2
~

Re

Re2

1
1

cos

Re2

1
1cos

2

Re2~,







  V
e

a

V
a

V

sV s
a

,  0a . 
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При нулевом значении стохастического возмущения ( 0~ s ) в точке  y  (и 

1~** Vy ), значение скорости должно быть равно значению динамической 

скорости: VV . Поэтому от полученных выражений можно перейти к уравнениям: 

0
Re22

1

2

Re2

Re2Re22

Re2











































ath

a
sh

a
ch ,   0a . 

0
Re22

1

2

Re2

Re2
sin

Re2
cos

2

Re2











































atg

aa
,  0a . 

Предполагая, что   1Re2 a , и разлагая гиперболические и 

тригонометрические функции, содержащие числа Рейнольдса, в ряд Тейлора, 

запишем полученные уравнения с точностью до   Re21O : 

0
Re22

2



atha

a
,    0a ,                                 (14) 

0
Re22

2



atga

a
,    0a .                                (15) 

В работе [19] поиск решений уравнений (14)-(15), отвечающих турбулентному 

режиму течения жидкости, ограничивался случаем, когда значения параметра a  по 

абсолютной величине значительно меньше квадратного корня из числа Рейнольдса, 

что соответствует учету только длинноволновых возмущений. В данной работе 

одновременно с длинноволновыми возмущениями рассмотрим и коротковолновые, 

которые составляют практически «сплошной» спектр возмущений. 
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В случае, когда 1a , приближенным решением уравнения (14) является 

значение Re8a , которому соответствует выражение для скорости: 

 
  2~8 ~

Re8

~Re8~,~~
ye

ch

ych
syV s  

.                                         (16) 

Нетрудно видеть, что выражение (16) задает отрицательное значение скорости 

почти во всей рассматриваемой области течения: 1~1  y  (за исключением 

незначительной области вблизи оси канала, где скорость положительна, но близка к 

нулю). Такое течение, реализоваться не может, так как это противоречит 

выполнению законов сохранения.  

Перейдем к рассмотрению уравнения (15). При больших значениях a , от него 

можно перейти к приближенному соотношению: 

kk atga  Re8 ,   или    kk btgb  Re8 ,   где   Re8kk ab  , 

из которого, в частности, следует зависимость:  kk bb  Re8cos112
. 

Выражения для компонентов скорости, соответствующие этому решению, 

представимы в виде: 

 
 
 

  2~822~8 ~~Re8cos1~

Re8cos

~Re8cos~,~~ 22

yeybbye
b

yb
syV

sb

kk

sb

k

k
k

kk 





 

. 
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Длина волны колебаний компонентов скорости:   1

Re8


 kb  не должна быть 

меньше характерного размера «вязкого подслоя»: Re21~ y , поэтому 21kb  и, 

следовательно, Re2ka . 

Выражение, определяющее общий вклад «коротковолновых» возмущений, 

характеризуемых параметрами kb , в безразмерное значение скорости, можно 

представить в виде ряда: 

  2~82 ~~Re8cos1
2

yceybbc
k

k

k

sb

kkk
k  

 

,   где  kk btgb  Re8 , 21kb . 

(17) 

Выражение, определяющее общий вклад «длинноволновых» возмущений в 

безразмерное значение скорости, найденное в работе [19], представимо в виде:  

    2
~

Re ~~cos1

22

yceync
n

n

n

s
n

n

n

 
 


 ,     Re222 n .               (18) 

Объединяя выражения (17) и (18), можно записать: 

         








21

~82

Re2

~

Re
2

22

22

~Re8cos1~cos1~,~~

k

k

b

sb

kkk

n

s
n

n

n
eybbceyncsyV








  

2~ycc
k

k

n

n 







  .    (19) 

Вблизи стенки канала – в окрестности точки 1~ y , из соотношения (19) 

получим выражение: 
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k

k

n

n

k

sb

k

n

s
n

n
y

ccececsyV k
~8

~

Re

1~

2

22

~,~~ 




. 

Раскладывая в этом выражении экспоненты в ряд Тейлора с точностью до 

первой степени  , включительно, запишем 

  







 


k

kk

n

n
y

bcncssyV 22
2

1~
8

Re

~~,~~ 
 .                             (20) 

Это выражение характеризует возмущение безразмерной скорости вблизи 

стенки, реализующейся с вероятностью, описываемой стохастической переменной 

s~ . Для того, чтобы стохастическое возмущение скорости, с одной стороны, 

«диссипировало» на длине вязкого масштаба, а, с другой стороны, не исчезло 

полностью, «амплитуда» ее изменения на масштабе 1  должна быть порядка 

безразмерной динамической скорости: Re22
~
V  (см. соотношение (12)): 

Re2

2~
~8

Re

22
2

  Vbcnc
k

kk

n

n


. 

Или, по-другому, 

Re2~Re8 222  
k

kk

n

n bcnc .                                     (21) 

Запишем выражение (19), как функцию от переменной y~1
~

 , значения 

которой отсчитываются от стенки канала: 

       


n

s
n

n

n
encsV

~

Re

22

~
1cos1~,

~~ 
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    2
~82 1

~
1Re8cos1

2

 









 



k

k

n

n

k

sb

kkk ccebbc k

. 

Представляя косинусы разностей в этом выражении в виде суммы 

произведений косинусов и синусов, и разлагая, полученные тригонометрические 

функции в ряды Тейлора до второй степени по 
~

, включительно, а также учитывая 

соотношения (21) и зависимость:  kk btgb  Re8 , в отсутствии возмущения 

(когда 0~ s ), получим выражение: 

  

















 




k

k

n

n

k

kk
s

ccbcsV
Re2

1~
Re22~,

~~ 2

0~
0

~    



















 

k

k

n

n cc
Re2

2
1

~

2

Re2 2 . 

Используя динамические переменные (12)-(13), это выражение можно 

переписать в виде: 




























  

k

k

n

n

k

k

n

n

k

kk ccccbcV
Re2

2
1

4

1
Re2

22  .   (22) 

В этом выражении приняты стандартные обозначения: 

  VVVVV
~~

, 



  yy ~~
 . 

В точке 1 , динамическое значение скорости равно единице: 1





V , 

поэтому из уравнения (22) можно получить соотношение: 
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Re2

1

4

5
Re2 2 Occbc

k

k

n

n

k

kk . 

Подставляя его в выражение (22), запишем  









 

Re2

1

4

1

4

5 2
OV  .                                        (23) 

Это выражение описывает течение жидкости вблизи стенок канала. Оно 

полностью совпадает с соотношением, полученным для скорости течения жидкости 

вблизи стенки трубы кругового сечения в задаче Хагена-Пуазейля [17] и отличается 

от выражения: 







 

Re2

1

4

1 2
OV  , найденного для течения в канале [19] 

без учета коротковолновых возмущений «сплошного» спектра. 

Покажем, что это отличие не приведет к качественному изменению 

логарифмической функции, описывающей поведение скорости в центре канала. 

Недалеко от точки 1~  (по направлению к центру канала) выберем точку 



0  и в ее окрестности рассмотрим разложение скорости. В области 1  скорость 

может зависеть от отношений  m

0 , в которых степень m  больше или равна 

трем, при этом члены, содержащие выражения  n

0 , где n  - меньше или равны 

двум, должны остаться прежними. Поэтому выражение (23) можно представить в 

виде: 
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Re2

1
,

2

5

4

1

2

1

4

5

0

0

2

0

0

2

00

0

0

m

OV






















, 

где 3m . 

Выражение, стоящее в скобках первого слагаемого в правой части последнего 

соотношения, является разложением функции логарифма:   01ln  , в 

окрестности точки 
  0  до квадратичного члена включительно. Поэтому в 

области 1 , в окрестности точки 


0 , последнее выражение можно переписать в 

виде: 













































































m

OV
0

0

2

0

0

0

0

0 2

5

4

1
1ln

4

5



















,  3m . (24) 

Если приближаться к точке 1  (границе вязкого подслоя) со стороны 

центральной части канала (от точки 


0 ), то скорость 
V  должна стремиться к 

значению единица, поэтому из выражения (24) следует соотношение: 

1~
1

4

1

8

51
1ln

4

5

000

0 




































m

O


 ,    3m . 

Нетрудно видеть, что этой зависимости удовлетворяет значение 2~0

 . При 

таком значении 


0 , множитель, при квадратичном по 
  слагаемом, входящем в 

уравнение (24), принимает значение, близкое к нулю. Важно, чтобы это слагаемое 

по абсолютной величине было не больше кубического члена разложения логарифма, 



Труды МАИ. Выпуск № 108                                                              http://trudymai.ru/ 

22 

 

умноженного на 


0
4

5
 . То есть должно выполняться условие: 

    4185125 0

2

0    . В этом случае, в области 1 , члены разложения 

логарифма, степень которых превышает двойку, умноженные на 


0
4

5
 , будут 

превосходить значение квадратичного слагаемого в выражении (24). Такому 

условию удовлетворяют значения: 31 0   . Если принять 20  , то 

  4,054 0   . 

В этом случае, выражение (24) можно переписать в виде: 

    m
OV   


1ln

1
,   3m ,   4,0 . 

При приближении к центру канала, при больших значениях переменной 
 : 

Re2 , единицей стоящей под знаком логарифма можно пренебречь. В этой 

области канала полученное выражение можно записать в виде: 

B
V

V

V








 

 




ln

1
,     где   





















 

m
V

OB



ln ,   3m ,   4,0 .     (25) 

Поскольку в центре канала производная скорости должна быть нулевой, то 

при больших значениях переменной  : Re2 V , значение B  в выражении 

(25) должно стремиться к константе: const
V

OB
V

m

12
ln


































 .  

Из соотношения (25) видно, что учет коротковолновых возмущений не привел 
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к качественному изменению вида функции в центре канала, характеризующей 

логарифмическую зависимость скорости от расстояния до стенки. 

В тоже время, соотношение (23), характеризующее поведение функции 

скорости течения у стенок канала, найденное с учетом не только длинноволновых, 

но и коротковолновых возмущений, изменилось по сравнению с найденным ранее в 

работе [19]. Это отличие позволит определить критическое значение числа 

Рейнольдса ламинарно-турбулентного перехода плоского течения Пуазейля.  

 

3. Использование метода «разрывных функций» для определения 

критического значения числа Рейнольдса ламинарно-турбулентного перехода в 

плоской задаче Пуазейля. 

Учитывая выражение   Vy  , представим соотношение (23) в виде:  

 
2

322

4

1

4

5








  

VV
V . 

Совместно с выражением для параболического профиля скорости 

ламинарного режима течения в пристеночной области можно записать 

 






















ыйтурбулентн
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,
4

1

4
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,
2
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322
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, 

или по-другому: 
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 . 

Учитывая, что Re2
~

   UbVbV , запишем 

 













ыйтурбулентн

ламинарный
bV

,
~

Re
2

1~
Re

2

5

,
~

Re
~

Re2~

223

2








. 

Видно, что непосредственно у стенки канала - при 0
~
 , в двух режимах 

течения будут отличаться первые производные скорости:  

  










 ыйтурбулентн

ламинарный

d

bVd

Re,
4

5

Re,

~

~

2

1

0
~





. 

Отличие профилей скорости течения жидкости в ламинарном и турбулентном 

режимах в пристеночной области канала позволяет предположить возможность 

того, что такое изменение может повлечь за собой глобальное изменение режима 

течения. А это, в свою очередь, позволяет воспользоваться методом описания 

«разрывных функций» для определения критического значения числа Рейнольдса, 

при котором становится возможен переход от ламинарного к турбулентному 

режиму течения в плоской задаче Пуазейля.  

Предположим, что «уход» с ламинарного режима течения становится 

возможен при критическом значении числа Рейнольдса: 1Re , вычисленному по 
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значению скорости на оси канала при ламинарном режиме течения 1U . Вычтем из 

левой и правой частей полученного соотношения значение этого числа: 

  
 













 ыйтурбулентн

ламинарный

d

bVd

,Re
4

1
ReRe

4

5

,ReRe
Re~

~

2

1

11

1

1

0
~





. 

Обозначив: 
  

1

0
~

Re~

~

2

1







d

bVd
m  и 1ReRe , перейдем к функции и 

переменной, используемых в соотношениях (1)-(2): 

 











ыйтурбулентн

ламинарный
m

,Re
4

1

4

5

,

1


 .                                       (26) 

Из экспериментов известно, что при малых числах Рейнольдса может быть 

только ламинарный режим течения, а при больших – как ламинарный, так и 

турбулентный, поэтому ветвью решения в выражении (26):    1m , следует 

обозначить решение, соответствующее ламинарному режиму, а ветвью решения: 

  12 Re
4

1

4

5
 m , следует обозначить решение, соответствующее турбулентному 

(стохастическому) режиму течения жидкости (см. [17-18]).  

Поскольку 1Re  - значение числа Рейнольдса, при котором становится 

возможен «уход» с ветви «1», то  

0ReRe 111     и     0111
1







mm
def

.                                 (27) 
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Значение производной при этом на ветви «1» равно:  

  1
1

11 


 ddmddm
def

.                                                (28) 

«Переход» на ветвь «2» будет происходить в точке 

1212 ReRe   . И, поэтому,  

      1211222 Re
4

1

4

5
Re

4

1
ReRe

4

5

2







mm
def

.                      (29) 

Значение производной при этом на ветви «2» равно:  

   
4

5

2

22 








d

dm

d

dm def

.                                                    (30) 

Подставляя значения функций и их производных (27)-(30) в соответствующих 

точках в соотношение (1), получим решения этого уравнения: 12 Re
5

1
 , 

12 Re
9

1
  и 12 Re . 

Соотношению (2) удовлетворяют только первые два решения: 

1122 Re
5

1
ReRe  , 1122 Re

9

1
ReRe  . Из них следует, что либо 12 Re

5

4
Re  , 

либо 12 Re
9

8
Re  , где 1Re  - это значение критического числа Рейнольдса, 

рассчитанного по скорости на оси канала 1U , при котором осуществляется «уход» 

из ламинарного режима течения, а 2Re  - это значение критического числа 
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Рейнольдса, рассчитанного по скорости на оси канала 2U , при котором 

осуществляется «приход» в турбулентный режим течения. И, следовательно, 

либо    12
5

4
UU  ,    либо     12

9

8
UU  .                                      (31) 

Таким образом, теоретически показано, что скорость на оси канала при 

переходе от ламинарного к турбулентному режиму течения должна уменьшаться. 

Это объясняется тем, что при заданном перепаде давления при переходе от 

ламинарного к турбулентному режиму течения часть энергии жидкости переходит в 

энергию вихреобразования, в том числе с составляющей скорости, направленной в 

сторону, противоположную основному потоку. В связи с этим, профиль скорости 

при турбулентном режиме течения имеет более «наполненный» вид в пристеночных 

областях, а на оси канала и в центральной части скорость уменьшается. Зная 

соотношения (31), можно, в частности, определять значения параметра B  в 

выражении для зависимости скорости турбулентного течения в центре канала от 

расстояния до стенки (25) при разных значениях числа Рейнольдса (без учета 

влияния на скорость течения «шероховатостей» на стенках). 

К сожалению, метод «разрывных функций» в данном случае не позволяет 

напрямую получить абсолютное значение критического числа Рейнольдса, однако, 

воспользовавшись соотношениями (31), можно рассчитать критическое значение 

числа Рейнольдса, использую идеологию «пути смешения». Остановимся на этом 

подробнее, рассматривая вначале первое решение (31): 12
5

4
UU  . 
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Модуль разности максимальных значений скоростей течения жидкости в 

канале при двух режимах течения: ламинарном и турбулентном, должен быть такой, 

который допускал бы процесс вихреобразования. Можно предположить, что 

характерный размер такого процесса: vl , должен быть не больше половины длины 

пути смешения l .  

Понятие - “путь смешения” - ввел Прандтль. По его определению, это 

величина, которая характеризует расстояние, проходимое частицей («молем») 

жидкости поперек течения, прежде чем произойдет ее смешение с окружающей 

жидкостью. Выражение для пути смешения имеет вид:  

22 dyVd

dydV
l  ,                                                            (32) 

где 4,0  - постоянная Кармана. Это выражение найдено полуэмпирическим 

путем, поскольку позволяет получать логарифмический профиль с коэффициентом 

– постоянной Кармана – найденными экспериментально. 

Поскольку в данной работе логарифмический профиль в центральной части 

канала и значение постоянной Кармана найдены аналитически, то использование 

выражения (32) можно считать теоретически обоснованным. 

Для того чтобы имел место процесс вихреобразования, при прохождении 

расстояния, равного длине пути смешения один вихрь максимально возможного 

размера v
l  должен разделиться хотя бы на два вихря. То есть, 
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222
2





dVd

ddV
llv  .                                                 (33) 

Производную ddV  можно оценить, предполагая, что изменение скорости в 

центре канала при переходе от ламинарного к турбулентному режиму течения при 

критическом числе Рейнольдса порождает вихри самого большого размера – 

порядка полуширины канала. То есть 

b

U

b

UU

d

dV 112

5

1






.                                                   (34) 

Вторую производную скорости 
22 dVd  можно оценить с помощью 

отношения разности производных для двух масштабов вихрей: максимально и 

минимально возможных: 

 
2

1

2

1

2

1**12

2

2

5

11
2

5

1

b

U

b

U

b

U

yb

yVbUU

d

Vd








.                           (35) 

Подставляя выражения (34) и (35) в (33), получим соотношение: 22 blv . 

Остановимся на случае, когда на длине пути смешения вихрь успевает 

разделиться ровно на два вихря. Тогда найденный характерный размер vl  должен 

быть порядка динамической длины: **
~ Vy  , на которой происходит диссипация 

кинетической энергии вихревого движения частиц жидкости в тепло: 

1Re2~ bylv  . Следовательно, 1Re2~22 bb  . То есть значение минимально 

возможного – критического значения числа Рейнольдса, при котором становится 



Труды МАИ. Выпуск № 108                                                              http://trudymai.ru/ 

30 

 

возможен процесс вихреобразования (а, следовательно, и «уход» от ламинарного к 

турбулентному режиму течения): 

1513
4,0

22

2

1
~Re

2

1
1 












bU
. 

А минимальное критическое значение числа Рейнольдса «выхода» на 

турбулентный режим течения будет, соответственно, равно: 

12101513
5

4
Re

5

4
Re 12  .                                          (36) 

По имеющимся экспериментальными данными [24-27], критическое значение 

числа Ренольдса выхода на турбулентный режим в плоском течении Пуазейля 

составляет, примерно, 1000 .  

То есть теоретически найденное критическое значение числа Рейнольдса (36), 

при котором становится возможен переход от ламинарного режима течения к 

турбулентному, незначительно (с точностью порядка пятнадцати процентов) больше 

аналогичного значения, найденного экспериментальными методами. Напомним, что 

по теоретическим расчетам S.A. Orszag, найденное значение критического числа 

Рейнольдса потери линейной устойчивости ламинарного режима плоского течения 

Пуазейля, составляет 5772 , что в несколько раз превышает экспериментальные 

данные. 

Стоить отметить, что плоское течение – это идеализированный вариант 

реального течения жидкости в канале. В частности, в реальном канале всегда 

присутствуют ограничения в виде стенок в нерассматриваемом в задаче поперечном 
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направлении. Их влияние на течение в экспериментах пытаются минимизировать, 

удаляя их на максимально возможное расстояние, однако нельзя полностью 

исключить, что некоторые моды колебаний, отсутствующие при «идеальной» 

постановке задачи, не смогут возникнуть и существовать в реальном эксперименте. 

Это, в свою очередь, способно повлиять на более ранний ламинарно-турбулентный 

переход в реальном плоском канале по сравнению с «идеальным» плоским течением 

Пуазейля, что в свою очередь может объяснить незначительное отличие 

критических значений числа Рейнольдса, найденных экспериментально и 

определенных теоретически в данной работе.  

Проделав математические процедуры для второго решения соотношения (24): 

9Re12  , аналогичные тем, которые описаны для первого решения, получим 

критическое значение числа Рейнольдса, равное 4000Re2  .  

Первый и второй турбулентные режимы течения будут иметь функционально 

подобные профили течения, по крайней мере, в пристеночной области. Однако 

профили течения в центральной части, а значит и спектры генерируемых вихрей в 

этих двух случаях, будут отличаться. Следовательно, при значениях числа 

Рейнольдса, превышающих величину 4000Re  , в плоском канале с разной 

вероятностью могут существовать различные режимы течения: ламинарный, первый 

или второй турбулентный, а также их комбинации и динамические переходы из 

одного в другой. Вероятно, этим можно объяснить некоторые аспекты процесса 

перемежаемости турбулентного течения и существования когерентных структур при 
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больших числах Рейнольдса. Однако этот вопрос чрезвычайно сложный и требует 

дальнейшего исследования. 

 

Заключение 

Существует довольно ограниченный класс задач гидродинамики, которые 

допускают аналитические решения в рамках интегрирования уравнений Навье-

Стокса. Наиболее известными из них являются задача Хагена-Пуазейля, 

описывающая течение несжимаемой вязкой жидкости в трубе кругового сечения, 

плоская задача Куэтта, в которой описывается течение несжимаемой вязкой 

жидкости, помещенной между двумя движущимися в противоположных 

направлениях пластинами, и плоская задача Пуазейля, описывающая течение 

несжимаемой вязкой жидкости в бесконечном плоском канале под действием 

градиента давления. Полностью детерминированный подход к описанию жидкости с 

помощью уравнений Навье-Стокса, не учитывающий возбуждения внутренних 

(стохастических) степеней свободы и соответствующего изменения энтропии, в 

качестве аналитических решений допускает только решения, характеризующие 

ламинарные режимы течения. Причем, первые две задачи обладают устойчивостью 

ламинарных режимов к линейным (бесконечно малым) возмущениям при любых 

значениях числа Рейнольдса. Для плоского течения Пуазейля существует 

ограничение по устойчивости ламинарного режима течения, однако, критическое 
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число Рейнольдса потери линейной устойчивости, рассчитанное S.A. Orszag, 

составляет 5772 , что почти в шесть раз превышает экспериментальные данные. 

В настоящей работе метод описания гидродинамических стохастических 

систем с использованием модифицированных уравнений Навье-Стокса, записанных 

в пространстве, расширенном с помощью дополнительной переменной, 

описывающей производство энтропии стохастической системы, позволяет при 

больших числах Рейнольдса найти два решения плоской задачи Пуазейля: одно из 

которых, соответствует ламинарному режиму течения, второе – турбулентному. 

Первое решение во всей области течения жидкости характеризуется 

параболическим профилем скорости, второе - в центральной области 

характеризуется логарифмическим профилем скорости с множителем, обратно 

пропорциональным постоянной Кармана, который также был определен в данной 

работе аналитически. 

Небольшое отличие первого и второго решений непосредственно у стенки для 

двух режимов течения в плоском канале, позволило аналитически, с помощью 

метода описания «разрывных» функций, найти критическое значение числа 

Рейнольдса, при котором возможен переход от ламинарного к турбулентному 

режиму течения: 1210Re  , что достаточно хорошо соотносится с 

экспериментальными данными. Обсуждены вопросы отличия реальных и 

«идеальных» течений в плоском канале, которые могут быть причиной разницы 

значений критических чисел Рейнольдса, полученных экспериментальными и 
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теоретическими методами. 
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