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Аннотация 

Решена плоская задача о динамическом поведении упругого стержня, нагруженного 

статическими силами, вызывающими его потерю устойчивости. Для решения нелинейной 

задачи использовался метод конечных элементов. Рассмотрены примеры динамического 

поведения стержня после потери устойчивости под действием сил тяжести. 
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Введение 

Гибкие стержневые системы, являющиеся расчетными моделями определенных 

элементов конструкций, могут совершать колебательные движения с амплитудами порядка 

их длин, как, например, развертываемые космические системы. 

Для решения плоских задач динамики гибких стержневых систем при больших углах 

поворота и конечных упругих деформациях будем использовать метод конечных элементов 

(МКЭ) в геометрически нелинейной постановке. Применение метода конечных элементов 

для расчета нелинейных продольно-поперечных колебаний стержней рассмотрено в работах 

[1-3]. При учете продольных деформаций стержней получаются нелинейные уравнения 

сравнительно простой структуры. 

Уравнения нелинейных колебаний  

Рассмотрим плоскую стержневую систему, совершающую упругие колебания с 

большими амплитудами в своей плоскости. Уравнения колебаний будем  составлять, 
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используя МКЭ в геометрически нелинейной формулировке. Для этого разделим 

стержневую систему на n балочных конечных элементов (КЭ), испытывающих конечные 

деформации изгиба, растяжения-сжатия и поперечного сдвига. С каждым КЭ свяжем свою 

подвижную систему координат ξη, начало которой расположим на левом конце упругой оси, 

а ось η – в плоскости поперечного сечения деформированного стержня (рис. 1, а). Будем 

считать, что элемент неподвижно закреплен на левом краю: 0)0()0()0(  vu . 

Обозначим через ku , kv , k  - продольное перемещение, поперечное перемещение и 

угол поворота поперечного сечения на правом краю КЭ, а через kN , kQ , kL   

соответствующие им продольную силу, поперечную силу и изгибающий момент. Конечная 

деформация удлинения оси стержня равна 2'
2

1
' vu  , а соответствующая растягивающая 

сила равна kEFN  . Для гибкого стержня при конечных углах поворота 

(  sin , )
2

1cos
2

   kNN  , и поэтому при constkEF  можно считать, что const . 

При этом допущении, интегрируя выражение для   с учетом kk ulu )( , получим 


kl

k

k

dvu
l

0

2 )'
2

1
(

1
                                                  (1) 

 

Для поперечного перемещения и угла поворота в пределах длины КЭ будем 

использовать аппроксимацию 
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представляющую точное решение квазистатической задачи изгиба – сдвига для стержня 

постоянного поперечного сечения без учета продольной силы (т.е. при constEI , 

constcGF , N = 0. Здесь 
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Если пренебречь поперечным сдвигом, положив kcGF , , то 1k . 

Потенциальная энергия растяжения, изгиба и сдвига КЭ будет 
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с учетом (1) – (2) она записывается в виде 
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Сила kQ  и момент kL , соответствующие перемещению kv  и углу поворота k , 

определятся как 
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В коэффициентах жесткости kb , kc , kd   вторые нелинейные слагаемые учитывают 

влияние продольной силы (5), т.е. так называемой  геометрической жесткости. 

В качестве обобщенных координат будем рассматривать абсолютные перемещения 

kx , ky  и углы поворота k  в узлах k = 1, 2, ... n  (рис. 1, б). Упругие перемещения ku , kv  и 

угол поворота k  выражаются через них следующим образом: 
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Потенциальная энергия всей системы получается путем суммирования по всем 

элементам: 
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Кинетическую энергию системы и вариацию работы внешних нагрузок запишем по 

методу сосредоточенных масс и сил, учитывая дополнительно приведенные к узлам 

моменты инерции и моменты внешних сил: 
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где km  и kJ  приведенные к k – му узлу сосредоточенная масса и массовый момент инерции, 

а )(tX k , )(tYk , )(tM k  − приведенные к k – му узлу внешние силы и момент. 

Уравнения для обобщенных координат kx , ky , k  (k = 1, 2,…, n) на основании (9), 

(10) с учетом (4) – (8) записываются в виде 
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Пример расчета 

В качестве примера рассмотрим консольно закрепленный вертикальный стержень 

прямоугольного сечения ( м02.0м06.0  ), с сосредоточенными массами km  и моментами 

инерции kJ , находящийся под действием силы тяжести g  (Рис. 2). Тогда в уравнениях (11) 

следует положить gmX kk  , 0kY , 0kM . Стержень разобьем  на пять КЭ (n = 5) 

одинаковой длины llk  .   

 

Для расчета примем следующие параметры: 

22 мH1028  EIEI k , H1084 6 EFEFk  EFEFk  , 

1k ; кг44321  mmmm , 285 m  кг, 25 кг и 35 кг; 

2

4321 мкг25.0  JJJJ , 2

5 мкг5.1 J ; 1l  м, g = 10 

м/с
2
. 

Критическое значение сжимающей силы на конце 

консольного стержня:  
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Вес массы на конце стержня: gmG 55  . Расчет был 

проведен для двух вариантов начальных условий.  

В первом варианте были заданы следующие начальные условия при t = 0, 

соответствующие принудительно изогнутому 5-ому КЭ: 

м11 x , м22 x , м33 x , м44 x , м)1065( 3

5

x  ( м106 3

5

u );  

м01 y , м02 y , м03 y , м04 y , м1.05 y  ( м1.05 v ); 

01  , 02  , 03  , 04  , 15.05   ( 15.05  ); 0 kkk yx  , при k =1, 2, 3, 

4, 5. 

Во втором варианте были приняты начальные условия, соответствующие 

поперечному удару по массе 5m :  

0 kkk yx  , при k =1, 2, 3, 4, 5; 0 kkk yx  , при k =1, 2, 3, 4;  

05 x , м/с1.0ky , 05  . 

Для контроля устойчивости вычислительного процесса, в процессе интегрирования 

дифференциальных уравнений (11) определялась полная энергия стержня по отношению к 
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уровню x = 0. Полная энергия для консервативной системы должна оставаться постоянной, 

равной своему значению в начальный момент времени. Для данной стержневой системы 

полная энергия равна: 
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В первом варианте начальных условий при 285 m  кг полная энергия в начальный 

момент времени равна 

]мH[32.1840)(
3

1
6 554321

2
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2

5 
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 gxmxxxxmgvvEIE  . 

Для второго варианта начальных условий  при 285 m  кг полная энергия в начальный 

момент времени равна 

]мH[1814
2

1
)( 2

55554321  ymgxmxxxxmgE  . 

На рис. 3 – 5 приведены графики изменения вертикального )(5 tx  и горизонтального 

)(5 ty  перемещений  и угла поворота 5  для первого варианта начальных условий при 

различных значениях массы 5m . Для этого же варианта на рис. 6-8 показаны формы 

деформированного состояния стержня в различные моменты времени для m5 = 28, 35 и 25 кг, 

соответственно. Из графиков видно, что перемещения стержня являются достаточно 

большими (максимальное отклонение составляет более 3,5 м в момент времени t = 8 c), что 

соответствует геометрически нелинейной задаче динамики. 
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На рис. 9 – 11 приведены графики вертикального )(5 tx  и горизонтального )(5 ty  

перемещений и угла поворота 5  для второго варианта начальных условий при различных 

значениях массы 5m . Для этих же значений на рис. 12-14 показаны формы 

деформированного состояния стержня в различные моменты времени.  

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

                                                                                                               x, [м]

Рис. 8

y,
 [

м
]

t = 4 c 

t = 6 c 

t = 8 c 
m5 = 25 кг 

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

                                                                                                             x, [м]

Рис. 7

y,
 [

м
]

t = 4 c 

t = 6 c t = 8 c 

m5 = 35 кг 



 10 

 

 

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

0 2 4 6 8 10 12 14

                                                                                                              t, [c]

Рис. 10

y5
, 

[м
]

m5 = 35 кг 

m5 = 25 кг 

m5 = 28 кг 

-1

0

1

2

3

4

5

6

0 2 4 6 8 10 12 14

                                                                                                              t, [c]

Рис. 9

x5
, 

[м
]

m5 = 25 кг 

m5 = 28 кг 

m5 = 35 кг 



 11 

 

 

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

                                                                                                          x, [м]

Рис. 12

y,
 [

м
]

t = 3 c 

t = 9 c 

t = 15 c 

t = 12 c 

m5 = 25 кг 

-3

-2

-1

0

1

2

3

0 2 4 6 8 10 12 14

                                                                                                              t, [c]

Рис. 11

р
а
д

φ
5
, 

[р
ад

] 

m5 = 35 кг 

m5 = 25 кг 

m5 = 28 кг 



 12 

 

 

 

В процессе интегрирования полная энергия E оставалась постоянной с точностью до 

107
1010

  . 

Выводы 

Построена математическая модель для расчета нелинейных колебаний плоской 

стержневой системы. Рассмотрены примеры динамического поведения стержня под 

действием сил тяжести при различных вариантах параметров системы и начальных условий. 
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