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Аннотация.  В рамках настоящей работы проведено численное исследование 

динамического поведения конструкции, оснащенной изгибным пьезоактуатором. 

Разработана математическая модель с кусочно-постоянными функциями для 

расчета собственных частот и форм колебаний конструкции с пьезоактуатором. 

Описан метод расчета коэффициентов связи между электрическими 

напряжениями на пьезоактуаторе и вынуждающей силой для снижения 

амплитуды колебаний конструкции на резонансных режимах. Проведена 

верификация разработанной математической модели на образцах, оснащенных 

пьезоактуаторами. Относительная погрешность вычисления коэффициентов 

связи между аналитическим и численным решением не превышает 5%, что 

указывает на достаточную точность. По результатам численных расчетов 

амплитудно-частотных характеристик образцов при вычисленных значениях 

коэффициентов связи достигнуто существенное снижение амплитуды колебаний 

на первой резонансной частоте. 
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Abstract. In this paper, a numerical study of controlling the electrical voltage on 

piezoelectric actuators to reduce the amplitude of structural vibrations at resonant 

frequencies has been carried out. A mathematical model has been developed for 

calculating the natural frequencies and vibration modes of a structure with a 

piezoelectric actuator and for calculating the coupling coefficients between the voltages 

on the piezoelectric actuator and the driving force, which effectively reduces the 

amplitude of structural vibrations. A nonlinear relationship has been identified between 

the coupling coefficients of force pairs and the voltage. The developed mathematical 

model was verified using samples equipped with piezoelectric actuators. The relative 

error in calculating the coupling coefficients between the analytical and numerical 

solutions does not exceed 5%, indicating sufficient accuracy. Based on the obtained FR 

results for the samples with the calculated coupling coefficient values, a significant 

reduction in the vibration amplitude at the first resonant frequency was achieved. 

Keywords: piezoelectric actuator; modal analysis; frequency response; vibration 

damping; finite element method. 
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Введение 

В настоящее время активно разрабатываются и исследуются активные и 

пассивные методы борьбы с излучением шума, возникающего при обтекании 

профилей авиационных конструкций. Пассивные методы снижения шума 

реализуются посредством шевронов различной конфигурации, размещенных на 

задней кромке профиля [1-4]. В данном случае, за счет зубчатой формы кромки 

профиля происходит изменение вихревой структуры в следе за крылом и 

происходит изменение тонального состава звуковых волн. Однако, данный метод 

приводит к значительному изменению подъемной силы и не всегда может 

использоваться в натурных крыльях и лопастях. 

К методам активного управления стоит отнести воздействие акустических 

или вибрационных возмущений на сопло струи [5-6], а также воздействие на 

струю плазменными актуаторами [6-9] и вдув микроструй [10-15]. В рамках 

активных методов осуществляется подбор частоты возбуждения, которое 

способно усилить или ослабить эффект (взаимодействия) слияния вихревых 

структур и, следовательно, влиять на шум струи [12-15]. Пример снижения шума 

обтекания для цилиндра с помощью плазменных актуаторов представлен в 

работе [16]. 

Среди интеллектуальных материалов наиболее распространенными 

вариантами управления изменением формы профиля авиационной конструкции 

являются пьезоэлектрические актуаторы, основанные на соединениях цирконат-

титаната свинца (PZT), актуаторы из сплавов с памятью формы (SMA) [17] и 

полимеры с памятью формы (SMP) [18–20]. 

При этом значимым становится вопрос активного управления 

пьезоактуаторами в режиме реального времени, подстраивающегося под 

меняющиеся внешние условия. В настоящей работе представлен возможный 

численно-аналитический подход к реализации такого активного управления. 

Предложена модель расчета электрического напряжения на пьезоактуаторах для 

противодействия вынужденным гармоническим колебаниям, которая позволит 

снизить вычислительные и временные затраты на расчет подходящего 

управляющего сигнала. 
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Методы исследования 

Для моделирования режима гашения колебаний конструкции под 

действием внешней нагрузки на торце используется уравнение поперечных 

колебаний 4-го порядка [21] с учетом дополнительных слагаемых, которые 

описывают влияние пьезоактуаторов на конструкцию через воздействие 

разнонаправленных изгибающих моментов [22], возникающих в местах 

расположения торцов пьезоактуаторов 
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  1) 

где  Y x ,  x  – модуль упругости и плотность материала соответственно, 

 J x  – геометрический момент инерции сечения,  S x  – площадь поперечного 

сечения, ac  – коэффициент демпфирования,  iX x
 – собственные формы 

колебаний,  iT t  – колебания на i-ой собственной форме, 1x , 2x  – точки 

приложения пар сил,   – плечо действия пары сил, bx  – координата приложения 

внешней силы, 
*

AF  – возбуждаемая сила на торцах пьезоактуаторов, AF  – внешняя 

сила, 
*  – частота возбуждаемого сигнала на пьезоактуаторах, 0  – частота 

воздействия вынуждающей силы,  – сдвиг фаз между внешней и возбуждаемой 

силой. 

При решении задачи о вынужденных колебаниях конструкции необходимо 

рассчитывать собственные частоты и формы колебаний, которые в последующем 

используется для отстройки режимов управления конструкции. Собственные 

формы и частоты колебаний находятся из решения однородного 

дифференциального уравнения 4-го порядка: 
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что при постоянных значениях ,Y ,J   и S  с разделением переменных 

сводится к уравнению 
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, ip  – собственная частота на i-ой форме колебаний, 
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При совпадающих гармониках внешней и возбуждаемых сил, когда частота 

*

0   и угол 0  , задача гашения вынужденных колебаний сводится к 

нахождению амплитуды возбуждаемой силы 
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(

4) 

где ik  – коэффициент связи между возбуждаемой и внешней силой для 

рассматриваемой конструкции на i-ой форме колебаний. 

С другой стороны, ответное воздействие на внешнюю силу можно 

представить в виде механического напряжения  

11
2

M h

J





, 

(

5) 

где 
* 2AM F    – момент пар сил, 2

h

 – расстояние до центра сечения. 

Наряду с этим, механическое напряжение, которое создает пьезоактуатор, 

можно рассчитать по определяющим соотношениям для пьезоэлектриков [24] 

ij ijkl kl nij nC e E  
, 

(

6) 

где ijklC
 – тензор упругих констант материала, kl  – тензор деформаций, nije

 – 

тензор пьезоэлектрических констант, nE  – напряженность электрического поля. 

Тогда с учетом трансверсальной изотропии, ненулевых констант материала и 

ненулевой напряженности 1E  из (6) следует 

11 1111 11 1122 22 1133 33 111 1C C С e E       . 
(

7) 
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Полагая, что напряжения (5) и (7) примерно равны, следует приближенная 

оценка для напряженности 

*

1111 11 1122 22 1133 33
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(

8) 

тогда, выражая напряженность через разность потенциалов 

1 2 1 piezoE L   
, 

следует 
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, 

(

9) 

где iU  – электрическое напряжение на i-ой форме колебаний, piezoL
 – длина 

активной части пьезоактуатора. 

 

Численная модель 

В рамках численного моделирования для верификации поставленной 

математической модели разработана численная модель расчета собственных 

частот, форм и амплитудно-частотных характеристик колебаний активной части 

интеллектуальной авиационной конструкции на примере однородного 

алюминиевого образца. Геометрическая модель без пьезоактуатора представляет 

собой прямоугольную пластину размерами 300х20х1 мм (рисунок 1а) с 

нанесенными разделительными линиями на расстоянии ±3 мм от места 

расположения пьезоактуатора; пьезоактуатор с размерами 103х20х0,3 мм 

расположен на расстоянии 10 мм от торца образца (рисунок 1б). 

 
а) 

 
б) 

Рисунок 1 – Геометрическая модель образца: а) без пьезоактуатора, б) с пьезоактуатором 

Figure 1 – Geometric model of the sample: а) without piezoactuator, б) with piezoactuator 
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В качестве граничных условий на левом торце образца задавалась жесткая 

заделка, к правому торцу образца прикладывалась сила 0,1AF   Н направленная 

противоположно оси Z. Для геометрической модели без пьезоактуатора в местах 

разделительных линий приложены пары сил 
*

A i AF k F . В модели с 

пьезоактуатором к торцам пьезоактуатора приложено электрическое 

напряжение 
*

i i AU k F . 

Для исследования сходимости численной модели проведены расчеты 

собственных частот в зависимости количества конечных элементов. На рисунке 2 

представлен график зависимости значения первой собственной частоты от 

количества элементов. По результатам расчета установлен размер элемента 0,7 

мм, что обеспечивает достаточную точность решения. 

 

 
 

Рисунок 2 – График зависимости значения первой собственной частоты от количества элементов 

Figure 2 – Graph of the dependence of the first natural frequency value on the number of elements 

 

Результаты и обсуждение 

Для представленной модели без пьезоактуаторов (рисунок 1а) по 

уравнениям (3) были рассчитаны собственные частоты и формы колебаний 

конструкции. На полученных формах колебаний по соотношению (4) были 

рассчитаны коэффициенты связи возбуждаемой силы, представленные в таблице 

1. Сравнительный анализ результатов аналитических и численных расчетов 

показал достаточную точность. 
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Таблица 1/ Table 1 

Коэффициент связи при различных формах колебаний образца без пьезоактуатора  

(Coupling coefficient for different vibration modes of a sample without a piezoactuator) 

 

Коэффициент связи ik
 

Форма колебаний 

1 2 3 

Аналитический 57,54 –75,80 –9,81 

Численный 57,24 –74,15 –9,96 

Сравнительное отличие 0,5% 2,2% 1,5% 

 

В соответствии с рассчитанным коэффициентом 1k  была задана пара сил и 

проведен расчет амплитудно-частотных характеристик в области первой 

резонансной частоты. Для сравнительного анализа проведен расчет АЧХ без пар 

сил. По полученным результатам был построен график АЧХ, представленный на 

рисунке 3. 

 
 

Рисунок 3 – Амплитудно-частотная характеристика образца без пьезоактуатора 

Figure 3 – Frequency response of a sample without a piezoactuator 

 

Результаты проведенных численных расчетов АЧХ гармонического анализа 

на первой резонансной частоте показали, что для образца без пьезоактуатора 

наблюдается значительное снижение амплитуды колебаний при воздействии 

пар сил с рассчитанным коэффициентом связи. 

По аналогии были рассчитаны коэффициенты связи ik  для образца, 

оснащенного пьезоактуатором. В аналитической модели при этом 

использовались осредненные по объему эффективные плотность и упругие 
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характеристики, постоянные по сечениям. Полученные результаты приведены в 

таблице 2. 

 

Таблица 2/Table 2 

Коэффициент связи при различных формах колебаний образца с пьезоактуатором  

(Coupling coefficient for different vibration modes of a sample with a piezoactuator) 

 

Коэффициент связи ik
 

Форма колебаний 

1 2 3 

Аналитический 72,82 –76,97 –12,14 

Численный 74,92 –80,69 –12,58 

Сравнительное отличие 2,8% 4,6% 3,5% 

 

Далее в численной модели образца с пьезоактуатором проводился расчет 

коэффициента связи i  по минимальным значениям амплитуды колебаний 

образца на резонансных частотах. Полученные значения коэффициентов связи i  

приведены в таблице 3. 

 

Таблица 3/Table 3 

Электрическое напряжение при различных формах колебаний образца с пьезоактуатором 

(Voltage for different vibration modes of a sample with a piezoactuator) 

 

Параметр 
Форма колебаний 

1 2 3 

Коэффициент связи i , В/Н –69 –42 –5 

Электрическое напряжение iU
, В 517,0 –338,9 –6,3 

 

В соответствии с рассчитанным коэффициентом 1  было задано 

электрическое напряжение на торцах пьезоактуатора и проведен расчет 

амплитудно-частотных характеристик в области первой резонансной частоты. 

Для сравнительного анализа проведен расчет АЧХ при электрическом 

напряжении 0В. По полученным результатам был построен график АЧХ, 

представленный на рисунке 4. 
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Рисунок 4 – Амплитудно-частотная характеристика для образца с пьезоактуатором 

Figure 4 – Frequency response of a sample with a piezoactuator 

 

Результаты проведенных численных расчетов АЧХ гармонического анализа 

на первой резонансной частоте показали, что для образца с пьезоактуатором 

наблюдается значительное снижение амплитуды колебаний при воздействии 

электрического напряжения с рассчитанным коэффициентом связи. 

Сравнение полученных значений коэффициентов связи ik  и i  показало 

нелинейную зависимость между приложенными парами сил и электрическим 

напряжением на пьезоактуаторе. 

Для проведения сравнительного анализа эффективности снижения 

амплитуды колебаний на первых трех частотах были построены АЧХ с 

нормированием относительно амплитуды с электрическим напряжением 0В. 

Графики АЧХ представлены на рисунке 5. 
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Рисунок 5 – Нормированная амплитудно-частотная характеристика для образца с 

пьезоактуатором: а – первая частота, б – вторая частота, в – третья частота 

Figure 5 – Normalized frequency response of a sample with a piezoactuator: a – first frequency, b – 

second frequency, c – third frequency 
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Анализ пиковых значений приведенных амплитуд колебаний показал, что с 

увеличением порядкового номера формы колебаний снижается эффективность 

демпфирования, а именно: на второй форме колебаний амплитуда снижается на 

58,2%, на третьей форме колебаний амплитуда дополнительно снижается на 

85,4%. Данный эффект может быть связан с тем, что на более сложных формах 

колебаний реализуется более комплексное деформационное поведение 

пьезоактуатора. 

По результатам проведенных исследований разработан алгоритм 

численного расчета управляющего сигнала, представленный на рисунке 6. 

 

 
 

Рисунок 6 – Алгоритм численного расчета управляющего сигнала 

Figure 6 – Numerical control signal computation algorithm 

 

 

Заключение 

В результате проведенных исследований разработана математическая 

модель расчета собственных частот и форм колебаний конструкции с 

пьезоактуатором и расчета коэффициентов связи между электрическими 
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напряжениями на пьезоактуаторе и вынуждающей силой, что позволяет 

эффективно снижать амплитуды колебаний конструкции. Проведена 

верификация разработанной математической модели на образцах, оснащенных 

пьезоактуаторами. Относительная погрешность вычисления коэффициентов 

связи между аналитическим и численным решением не превышает 5%, что 

указывает на достаточную точность. Выявлена нелинейная зависимость между 

коэффициентами связи пар сил и электрического напряжения. По результатам 

численных расчетов амплитудно-частотных характеристик образцов при 

вычисленных значениях коэффициентов связи достигнуто существенное 

снижение амплитуды колебаний на первой резонансной частоте. Разработан 

алгоритм численного расчета управляющего сигнала при различных 

конструктивных параметрах интеллектуальной конструкции. 

Дальнейшие исследования будут направлены на усовершенствование 

математической модели и алгоритма расчета управляющего сигнала и 

проведения испытаний активной части в составе интеллектуальной конструкции 

в заглушенной камере с аэродинамическим потоком. 
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