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Аннотация 

Цель исследования – аналитическое описание участка баллистической 

траектории, соответствующего нормальному падению космического аппарата на 

поверхность безатмосферной планеты. При этом движение нормально падающего 

тела характеризуется возрастающим ускорением свободного падения. Задача о 

скорости, времени и ускорении нормального падения тела на поверхность планеты 

при отсутствии атмосферы сводится к решению дифференциального уравнения 

второго порядка, которое решается стандартным методом. Особенностью решения 

является формальное использование табличного интеграла на промежуточном этапе. 

В работе получено временное уравнение движения нормально падающего на 

поверхность планеты тела при отсутствии атмосферы, а также временные уравнения 

его скорости и ускорения. Полученные результаты могут быть полезны при расчетах 

пассивного гравитационного маневра при межпланетных полетах и расчетах  
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отвесного падения небольших небесных тел и отработанных элементов конструкций 

космических аппаратов. 

 

Ключевые слова: планета, тело, уравнение движения, скорость, ускорение, масса, 

расстояние.  

 

В основе гравитационных маневров при межпланетных полетах лежит режим 

движения под действием силы тяготения небесных тел [1]. 

Если перемещение тела при падении пренебрежимо мало по сравнению с 

расстоянием до центра тяготения, то ускорение свободного падения является 

практически неизменным [2, 3]. При этом задача установления параметров падения 

не представляет трудности. Далее этот случай не рассматривается. 

Задача о скорости и времени падения тела 

Падающее в вакууме тело имеет ускорение 

                                              
2

2 2
d r Ma G
dt r

= = − ,                                                       (1) 

где G – постоянная, M – масса планеты, r – мгновенное расстояние между телом и 

центром планеты. Исходное расстояние равно R. Знак «–» обусловлен 

противоположными направлениями векторов a и r. Масса тела пренебрежимо мала 

по сравнению с М.  

Дифференциальное уравнение (1) решается следующим образом. 
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                                             1 12v GM
r R

= − − .                                                  (3) 

Знак «–» обусловлен той же причиной, что и выше. 

1 12dr GM
dt r R

= − − , 

                                             2r GMdr dt
R r R

= −
−

.                                             (4) 

Табличный интеграл 

Для решения дифференциального уравнения (4) формально подходит 

табличный интеграл [4–6] 

                  ( )( ) ( )arcsina x b xdx a x b x a b C
b x a b
+ −

= − + − − + +
− +∫ .                   (5) 

Оказалось, однако, что эта формула недостоверна, а именно, производная 

правой части не равна подынтегральному выражению. Действительно, 

( )1 1 1 12 ( )
2 2( )( ) 1

df a ba b x a b
dx b xa x b x b x

a b

+
= − − + − + + =

−+ − −−
+
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2 ( )
2 ( )( ) 2

a b x a b a b a b
a x b x a x b x
− + + + +

= + =
+ − + −

 

22 ( )
2 ( )( )

a b x a b
a x b x

− + + +
=

+ −
. 

Таким образом, этот табличный интеграл применять нельзя. 

Корректировка табличного интеграла 

Теорема. Справедлива формула 

                  ( )arctg ( )( )a x a xdx a b b x a x C
b x b x
+ +

= + − − + +
− −∫ .                       (6) 

Доказательство 1. 

2a x t
b x
+

=
−

, 2 2a x t b t x+ = − , 2 2(1 )x t t b a+ = − , 
2

21
t b ax

t
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Теорема доказана. 

Доказательство 2. 

2
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Теорема доказана. 

Продолжение решения исходной задачи 

Интегрирование дифференциального уравнения (4) в соответствии с (6) дает 

0

2r t

R

r GMdr dt
R r R

= −
−∫ ∫ , 

0

2arc tg ( )
r t

R

r GMR r R r dt
R r R

 
− − = − − 

∫ , 

2arc tg ( )
2

r GMR R r R r t
R r R

π
− − − = −

−
, 

                           2arc tg ( )
2

r GMR r R r t
R r R

 π
− + − = 

− 
.                              (7) 

Это решение дифференциальных уравнений (4) и (1) является уравнением 

движения нормально падающего тела. 
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Из выражения (2) следует 

2
2

2
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=

+
. 

Подстановка этого выражения в (7) дает 

2
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2
2 2 2arc tg

2 2
GMR v GMR GM t
Rv GM Rv R R

π
− + =

+
. 

Это временная функция скорости. 

Для получения временной функции ускорения следует (1) подставить в (7). 

( )
( )

( ) ( )
1 21

1 2 1 21 1
1 21

2arc tg ( )
2

GMa GMR GMa R GMa t
RR GMa

−
− −

−

 
π − + − = − 

 

. 

В соответствии с (7) период падения тела на поверхность планеты равен 

                    2arc tg ( )
2

M
M M

M

R GMR R R R T
R R R

 π
− + − = 

− 
,                         (8) 

где RM – радиус планеты. 

В соответствии с (3) скорость тела у поверхности планеты равна 
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                                             1 12
M

V GM
R R

= − − .                                              (9) 

Пример 

R = 7∙106 м, Параметры планеты не отличаются от земных. RM = 6,371∙106 м, 

М = 5,9726∙1024 кг, G = 6,6743∙10–11 м³/(кг·с²).  

В соответствии с (8) 

6
6 6 6

6
6,371 107 10 arc tg 6,371 10 (7 6,371) 10

2 (7 6,371) 10

 π ⋅
⋅ − + ⋅ − ⋅ =  − ⋅ 

 

11 24

6
2 6,6743 10 5,9726 10

7 10
T

−⋅ ⋅ ⋅ ⋅
=

⋅
. 

Период падения тела на поверхность планеты равен Т = 387,275 с = 6,455 мин. 

В соответствии с (9) скорость тела у поверхности планеты равна 

11 24
6 6

1 12 6,6743 10 5,9726 10 3353,297 м/с.
6,371 10 7 10

V −= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − =
⋅ ⋅

 

Заключение 

Трудно представить, что никто и никогда не искал формулы времени, 

скорости и ускорения при нормальном свободном падении тела [7]. Однако если при 

этом использовался табличный интеграл (5), то конечно, те формулы неверны. 

Поводом усомниться в интеграле (5) послужило то, что в ряде конкретных случаев 

значения аргумента у арксинуса превышали единицу.  

Корректировка этого интеграла (формула (6)) особенно актуальна с учетом его 

очевидного прикладного характера. 
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Полученные результаты могут быть полезны при расчетах пассивного 

гравитационного маневра при межпланетных полетах [8–14] и расчетах отвесного 

падения небольших небесных тел [16] и отработанных элементов конструкций 

космических аппаратов [17–23]. 
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Abstract 

The purpose of the study consists in analytical description of the ballistic trajectory 

section corresponding to the normal fall of the spacecraft on the surface of an atmosphere-

free planet. The motion of a normally falling body herewith is being characterized by an 

increasing acceleration of gravity. The problem of the speed, time and acceleration of the 

normal fall of a body on the planet's surface in the absence of an atmosphere is being 

reduced to solving a second-order differential equation, which is solved by the standard 

method. The solution specificity is the formal use of the table integral at an intermediate 

stage. It turned out, however, that his formula is inauthentic, namely, the derivative of the 

right-hand side is not equal to the integrand. From this, It necessary follows that possible 

existing solutions to this problem based on employing the above said table integral are 

incorrect. The article presents correction of this table integral, which is an incidental result 

of the study. Temporal equation of a normal body falling on the planet surface in the 

absence of the atmosphere, as well as temporal equations of its speed and acceleration 

were obtained in this work. Expressions for the distance, speed and acceleration were 

obtained as implicit functions of time. The article presents a numerical example with 

http://trudymai.ru/
mailto:ip.popow@yandex.ru


Труды МАИ. Выпуск № 118       http://trudymai.ru/ 

14 
 

regard to a planet with parameters of the Earth, according to which the period of normal 

fall of a body on the planet's surface from the altitude of 629 km is 387.275 s = 6.455 

minutes, while the body's velocity at the planet's surface is 3353.297 m/s. The results 

obtained may be handy for calculating the normal incidence of small celestial bodies and 

spent spacecraft structural elements. 

 

Keywords: planet, body, equation of motion, speed, acceleration, mass, distance. 
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