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Abstract. Тhe article presents in detail the algorithm for the numerical solution of the Navier-

Stokes equations [12] by the meshless method [8, 10]. The described method is used for 

numerical simulation of blunt bodies flow-around by supersonic viscous gas flow [1, 2]. 

Cartesian-grid-based immersed boundary method presented in previously published works 

was successfully applied to simulate such flows in the two-dimensional planar and an 

axisymmetric formulation [3]. Numerical studies of the gas thermal impact change on the 

streamlined surface while the highly inertial particle motion against the incoming flow along 

the symmetry axis were performed by dint of it[4, 5, 6]. Particles motion along various 

trajectories required gas-dynamics problems solving in the 3D formulation, for which the 

Cartesian-grid based methods application required too much computer memory. 
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When solving gas-dynamics problems by the meshless method, a finite sets of nodes is being 

selected in the space. Approximation by the least square method is applied for spatial 

derivatives computing in computational nodes. The said approach is being used for 

convective and viscous fluxes computing. The convection fluxes are being computed by the 

AUSMPW+ method in conjunction with the MUSCL scheme and van Abada limiter. The 

system of equations time integration is being performed by the explicit Runge-Kutta method 

of the third order of accuracy. The flow-around surface is being represented by the model of 

isothermal wall with the specified temperature. Conditions of gas adhesion, as well as 

pressure gradient equality to zero, which modeling also employs the least square method, is 

realized on the said model. 

The meshless method gives the opportunity to compute the gas flow in the areas with 

complex geometry, it is simpler in realization herewith compared to the finite volumes 

method, since it does not require generation of the high-quality computational grid. It allows 

setting anisotropic distribution of nodes in space, which is of vital importance for qualitative 

resolution of the boundary layer near the flow-around surface. 

Along with the 3D realization, adaptation of meshless method for computing flat and 

axisymmetric viscous gas flows was performed.  

The software implementation of the described method is realized in the C++ programming 

language and employs the OpenMP technology for computations parallelization.  

A computational experiment was performed on modeling the sphere flow-around by the 

supersonic airflow at the Mach number of M = 3 and Reynolds number of Re = 105 was 
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conducted for the said method verification. The spatial shadow patterns of the flow, pressure 

field and Mach number are presented. Comparison of gas parameters in the boundary layer, 

obtained by the meshless method with the computational results of continuous flow combined 

with the boundary layer equations is presented. Correspondence of the gas computational 

parameters on the flow-around surface to the reference data and approximate-analytical 

expressions is demonstrated. The heat flow value in the critical point coincides with the one 

calculated with the Fay and Riddell formula, and the heat flow distribution curve along the 

surface is close to the approximate-analytical one. 

The next stage in the development of the meshless method is planned to solve numerically the 

unsteady multiphase flows problem, in particular, to simulate the solid particles motion in the 

shock layer. 

Keywords: numerical simulation, meshless method, Navier-Stokes equation, supersonic flows 

around bodies, heat flux 
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Введение 

В статье изложен алгоритм численного моделирования обтекания затупленного 

тела сверхзвуковым вязким газовым потоком [1, 2] в двумерной и трёхмерной 
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постановке. Работа является очередным этапом в рамках серии [3-6] численных 

исследований эволюции ударного слоя вблизи обтекаемой преграды и изменения 

тепловых потоков от газа к поверхности вследствие движения крупнодисперсной 

частицы. В натурных экспериментах [7] наличие крупной частицы в ударном слое 

приводило к кратному усилению конвективного теплового потока к обтекаемой 

поверхности. 

Построенная ранее математическая модель на основе метода погруженной 

границы на декартовых сетках [3] позволила изучить симметричные течения с 

движением частицы вдоль оси симметрии. Для расширения спектра исследований 

потребовался менее требовательный к вычислительным ресурсам алгоритм. Выбор был 

сделан в пользу набирающих в последнее время популярность бессеточных [8-11] 

методов решения уравнений газовой динамики. При относительной простоте 

реализации, не требующей построения сложных вычислительных решёток, 

бессеточные методы обладают достаточной применительно к рассматриваемой задаче 

точностью, и в то же время позволяют существенно сократить затраты памяти 

компьютера благодаря анизотропии расположения расчётных узлов. 

В работе подробно рассмотрен алгоритм численного решения уравнений Навье-

Стокса бессеточным алгоритмом и решена модельная задача сверхзвукового обтекания 

сферы, подтверждающая достаточную точность и эффективность представленного 

метода. 

 



 

6 

 

Математическая модель течения вязкого газа 

Система дифференциальных уравнений Навье-Стокса в консервативных 

переменных в совокупности с уравнением состояния идеального газа описывает 

течение вязкого газа в трёхмерном пространстве [12] 
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где t  - время,   - плотность, p  - давление, T  - температура, u , v , w  - компоненты 

скорости газа,   - показатель адиабаты, R  - газовая постоянная. 
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Компоненты плотности теплового потока: x
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Коэффициент динамической вязкости определяется формулой Сазерленда: 
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Коэффициент теплопроводности рассчитывается по коэффициенту динамической 

вязкости: 
Pr

pC 
  , где pС - удельная теплоёмкость газа при постоянном давлении, 

Pr 0.72  - число Прандтля. 

 

Бессеточный метод численного решения уравнений в частных производных 

Численное решение системы уравнений в частных производных осуществляется 

на дискретном множестве расположенных в расчётной области точек (узлов). 
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Рис. 1. Распределение узлов в 

центральном сечении расчётной области 

Рис. 2. Облака соседних вычислительных 

узлов 

 

Аппроксимация заданного в пространстве поля скалярной величины  , ,x y z   

выполняется согласно методу наименьших квадратов [10-11, 13]. Для каждого узла i  и 

облака окружающих его соседних узлов ij C : 
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Приближённые значения пространственных производных функции   могут быть 

получены посредством решения системы линейных уравнений 
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В роли функции   при численном решении системы уравнений Навье-Стокса 

выступают газодинамические переменные (давление, температура, плотность), проекции 

скорости газа на координатные оси, компоненты вязких и конвективных потоков и т.д. 

Используя полученные приближения, запишем уравнения газовой динамики в 

полу-дискретной форме: 
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здесь ijF , ijG , ijH  - значения векторов конвективных потоков в середине отрезка, 
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Вычисление невязких потоков 

В ходе работы над программой решения системы уравнений Навье-Стокса 

бессеточным методом был реализован ряд известных модификаций схем расчёта 

конвективных потоков семейств HLL и AUSM. Наилучшее соответствие результатов 

численного расчёта эталонным данным было получено посредством схемы AUSMPW+ 

[14], описание которой и приводится ниже. 

Реализация вычисления потоков ijF , ijG , ijH  методом AUSMPW+ потребовала 

двух проходов по набору точек. На первом этапе выполняется реконструкция векторов 
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k  , 1310  . 

Для каждой пары узлов i  и j  расчётной области вычисляются минимальное 

значение давления 
 

  min
, ,
min min ,

k

km km
k i j m C

p p p 

 
  и коэффициент 

 , ,
min min ,

k

km km
p

k i j m C km km

p p
f

p p

 

  

  
   

  
  

 на всех интерфейсах между узлами i  и j  и их 

непосредственными соседями, здесь p , p  - величина давления, для 
q  и 

q  

соответственно. 

На втором этапе с использованием значений minp , pf  и векторов состояния 
q  

и 
q  для пары узлов i  и j  производится расчёт векторов конвективных потоков. Для 

обобщения представленного метода введём вектора η  и N , зависящие от направления 

оси вектора потока: 

 0 0
T

x y z  N , 

 

 

 

1 0 0

0 1 0

0 0 1

T
ij

T
ij

T
ij

для

для

для





 




F

η G

H

, 
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тогда нормальная проекция скорости   v η . Ниже подробно описан порядок расчёта 

вектора конвективного потока ijF  по оси x , в этом случае u  . Алгоритмы 

вычисления векторов ijG , ijH  аналогичны приведённому с учётом вектора η  и 

проекций скоростей, при этом принимаются v   и w   соответственно. 

В зависимости от направления вектора ijr  выбираются Lq  и Rq : 

,

,

i j
L

i j

x x

x x





 
 



q
q

q

, 
,

,

i j
R

i j

x x

x x





 
 



q
q

q

. 

Вычисляются энтальпия, скорость звука и числа Маха: 

2 2
1

2 2 2

L R
normal L RH H H 

 
    
 
 

v v
, 

1
2

1
s normalc H









, 

 

 

1
2

2

2

, 0
max ,

, 0
max ,

s
L R

L s

s
L R

R s

c

c
c

c

c

 


 



 


 


 


, 
1
2

L
LM

c


 , 

1
2

R
RM

c


 , 

здесь 
p

H e


   - полная энтальпия,   v v η  - касательная компонента скорости. 

Рассчитываются коэффициенты 

 
2

1
, 1

4

, 1
2

L
L

L

L L
L

M
M

M
M M

M



 
 


 




, 

 
2

1
, 1

4

, 1
2

R
R

R

R R
R

M
M

M
M M

M



 
 


 




, 

1
2

L Rm M M   , 
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     

  

22 2

3

16

1
1 2 1 , 1

4

1
1 , 1

2

L L L L L

L

L L

M M M M M

P

sign M M








    

 
  


, 

     

  

22 2

3

16

1
1 2 1 , 1

4

1
1 , 1

2

R R R R R

R

R R

M M M M M

P

sign M M








    

 
  


, 

s L L R Rp P p P p   , 

 

2

min

0 , 0

1 min 1, , 0
min ,

s

L L
s

s L R

p

f p p
p

p p p




   
   

   

, 

 

2

min

0 , 0

1 min 1, , 0
min ,

s

R R
s

s L R

p

f p p
p

p p p




   
   

   

, 

31 pf   . 

  

 

1
2

1
2

1 1 , 0

1 , 0

L R R L

L

L L

M M f f m

M
M f m





 





        
 

   


, 

 

  

1
2

1
2

1 , 0

1 1 , 0

R R

R

R L L R

M f m

M
M M f f m









 

    


 
        

. 

Выражение для расчёта конвективного потока ijF  имеет вид 

1 1
2 2

ij L L R R sM c M c p        F Φ Φ N , 
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 
T

u v w H    Φ . 

 

Расчёт вязких потоков 

Для определения значений компонентов тензора вязких напряжений   и 

плотности теплового потока q  в каждом расчётном узле i  вычисляются частные 

производные по направлению температуры и компонентов скорости: 

 
i

ij j i
i j C

u
u u

x





 


 ,  

i

ij j i
i j C

u
u u

y





 


 , … ,  

i

ij j i
i j C

T
T T

z





 


 . 

2
2

3
xx ii

i ii

u v w

x y z
 

   
   

    

, … , xy ii
ii

u v

y x
 

  
  

   

, … , z ii
i

T
q

z



 


. 

Полученные значения используется для нахождения компонентов векторов вязких 

потоков v
iF , v

iG , v
iH  согласно приведённым выше соотношениям. 

 

Интегрирование системы уравнений 

Интегрирование системы дифференциальных уравнений по времени 

выполняется явным методом Рунге-Кутты третьего порядка: 

   R Rvi
i i

t


 



q
q q ,        R 2

i

i ij ij i ij ij i ij ij i
j C

  



      
 q F F G G H H , 

       R

i

v v v v v v v
i ij j i ij j i ij j i

j C

  



      
  q F F G G H H , 
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   1
Rn n

i ii t q q q , 
     2 1 13 1 1

R
4 4 4

n
ii i it

 
     

 
q q q q , 

   2 21 1 2 2
R

3 3 3

n n
i i i it  

     
 

q q q q . 

Шаг по времени при явном интегрировании определяется согласно критерию Куранта 

CFL
min ,

max max v
i ii i

VNN
t

 

 
 

   
 
 

, 2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ

i

i ij ij ij ij ij ij ij ij ij ij
j C

u v w c      



 
      

 
 , 

 
3

2 2 2
2 24

max ,
3 Pr

i

ij ij ij ijv
i

i jj C

   


 


 
  

  
 

 
 

 , 
2

i j
ij

T T
 

 
  

 
, CFL 0.5 , VNN 0.4  

по Roe-усреднению векторов физических переменных для 
q  и 

q  

̂    , ˆ
e e

e
 

 

   

 






,  
2 2 2ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ 1
2

u v w
c e  

   
   

  

, 

ˆ
u u

u
 

 

   

 






, ˆ
v v

v
 

 

   

 






, ˆ
w w

w
 

 

   

 






. 

 

Моделирование плоских и осесимметричных течений 

Представленный алгоритм несложным образом адаптируется для моделирования 

плоского течения в двумерной постановке, в этом случае параметры газа по оси z  

принимаются тождественно равными нулю 0w  , 0ij  , 0
iz





, а метод 
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наименьших квадратов используется для вычисления частных производных функции 

  по двум координатам x  и y : 

1
2

2

i i

i i

ik ik ik ik ik
k C k Cij ij ij

ij ij ijik ik ik ik ik
k C k C

x x y
x

yx y y

 
 

  



 

 

   
     
    
           
 

 

 
. 

Решение осесимметричной задачи может быть выполнено в цилиндрической системе 

координат, при этом система уравнений Навье-Стокса преобразуется к виду [12]: 

       2 2 2 2 2 2 2 22 1 1
v v

vD D D D D D D DD
C C

t x y r x y r

   
     

    

F q G q F q G qq
R R , 

2D

u

v

e









 
 
 
 
 
 

q , 
2

2D

u

u p

uv

uH









 
 

 
 
 
 
 

F , 2 2D

v

uv

v p

vH









 
 
 
 
 
 
 

G , 
2C

v

uv

v

vH









 
 
 
 
 
 
 

R , 

2

0

xxv
D

xy

xx xy xu v q





 

 
 
 


 
 
   

F , 2

0

yxv
D

yy

xy yy yu v q





 

 
 
 

  
 
   

G , 

0

xyv
C

yy

xy yy yu v q





 

 

 
 
 

  
 
   

R , 

2
2

3
xx

u v v

x y r
 

  
   

  
, 

2
2

3
yy

v u v

y x r
 

  
   

  
, 

2
2

3

v u v

r x y
 

  
   

  
, 

здесь x  - ось симметрии, ось y  ей ортогональна, r  - расстояние до оси симметрии. 
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Вычислительный эксперимент 

Программная реализация представленных методов позволяет решать задачу 

моделирования обтекания тела сверхзвуковым вязким потоком газа в трёхмерной, а 

также двумерной плоской и осесимметричной постановках. Выполнена на языке 

программирования C++ для ОС Linux и Windows, использует технологию 

распараллеливания вычисления OpenMP [15, 16]. 

Для верификации представленных алгоритмов и их программной реализации 

решалась модельная задача сверхзвукового обтекания сферы радиусом 55sR   мм 

воздушным потоком. На входной границе расчётной области задаётся граничное 

условие первого рода, определяющее невозмущённый сверхзвуковой поток 

температурой 300T K  при числе Маха M 3  . Число Рейнольдса набегающего 

потока 5Re= 10su D


   , здесь 2s sD R  - диаметр сферы. На выходной границе 

области расчёта определены однородные условия Неймана. 

Поверхность обтекаемого тела рассматривается как твёрдая изотермическая 

стенка с температурой 500wT K , условиями непротекания и прилипания: 0v , 

wT T , 0
p


n
. Реализация граничных условий Неймана также основана на 

аппроксимации частных производных 


n
 методом наименьших квадратов [17]: 

     
i i i

x ij j i y ij j i z ij j i
i j C j C j C

n n n


         

  


       


  n

n
, 
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ij ij x ij y ij zn n n      , 

 
i i i

ij j i ij j i ij
i j C j C j C


      

  


   


  

n
, 

i

i

ij j
ij C

i
ij

j C


 


















n
, 

где xn , yn , zn  - компоненты вектора внешней нормали n  в узле i  на границе 

поверхности, iC  - множество его соседних узлов, не принадлежащих границе (см. рис. 

3). Отсюда: 

i wT T , i

i

ij j
j C

i
ij

j C

p

p














, i

i
i

p

RT
  , 0i i iu v w   , 

 1
i

i
i

p
e

 



. 

  
Рис. 3. Узлы на границе и вблизи 

поверхности преграды 

Рис. 4. Расположение узлов на 

сферической поверхности 
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Распределение вычислительных узлов во внешней области расчёта представляет 

собой прямоугольную декартову сетку с равномерным шагом. Вблизи окружающей 

обтекаемое тело области пространства узлы располагаются на поверхностях 

концентрических сфер, расстояние между которыми уменьшается по мере 

приближения к поверхности преграды (см. рис. 1). Минимальное расстояние между 

узлами задаётся внутри пограничного слоя, что необходимо для учёта вязких 

эффектов, так в критической точке на толщину пограничного слоя приходится не 

менее 50 слоёв вычислительных узлов. Узлы на каждой из концентрических сфер 

распределяются относительно равномерно согласно алгоритму, описанному в 

предыдущей работе по моделированию невязких течений [18, 19] (см. рис. 4). 

В зоне стыковки сеток выполняется корректировка положения узлов внешней 

области при слабой обусловленности матрицы аппроксимации частных производных, 

вызванной слишком близким расположением соседних узлов. Схематическое 

расположение расчётных узлов в сечении области плоскостью xyO , проходящей через 

центр обтекаемой сферы приведено на рис. 1. 

На рис. 5 представлены полученные в вычислительных экспериментах теневые 

Шлирен-картины течения газа [20]. Штриховой кривой отмечено положение головной 

ударной волны, которое определяется приближённо-аналитическим выражением [21]: 
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2
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1 1 1
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R M
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 
 

. 

Можно отметить хорошее соответствие между аналитическим и полученным 

численным методом пространственным положением головного скачка уплотнения. 

Некоторая зашумлённость теневой картины в целом характерна для методов семейства 

AUSM, а их использование объясняется меньшей погрешностью расчёта величины 

конвективного теплового потока от газа поверхности по сравнению с методом HLL. 

 

  
Рис. 5. Теневая картина течения (Шлирен) Рис. 6. Коэффициент давления на 

поверхности сферы 

 

На рис 6 приведено сравнение коэффициента давления pc  на поверхности сферы, 

полученного бессеточным методом, с эталонными значениями [22], наблюдается очень 
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хорошее соответствие результатов численного расчёта, коэффициент давления 

вычисляется согласно формуле 

2 2

2
2 1p

p p p
c

pM



 

 
   

 v
, 

где p ,  , v , M  - давление, плотность, скорость и число Маха набегающего 

потока соответственно. 

Поля давления газа и числа Маха в ударном слое представлены на рис. 7-8. 

  
Рис. 7. Поле давления в ударном слое Рис. 8. Поле числа Маха в ударном слое 
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Рис. 9. Температура газа в пограничном 

слое 

Рис. 10. Тепловой поток от газа к 

поверхности сферы 

 

Важнейшей характеристикой рассматриваемого метода с точки зрения его 

дальнейшего применения для моделирования влияния крупнодисперсных частиц на 

ударный слой является возможность качественного воспроизведения параметров 

пограничного слоя у границы тела и расчёта теплового потока от газа к обтекаемой 

поверхности. На рис. 9 приведены графики температуры газа в радиальных сечениях 

внутри пограничного слоя. Результаты, полученные сквозным численным решением 

уравнений Навье-Стокса бессеточным методом, сравниваются с результатами расчётов 

невязкого течения и последующим решением уравнений пограничного слоя [23]. Оба 

подхода показывают близкие результаты. 

На рис. 10 приведены кривые теплового потока от газа к поверхности сферы. В 

качестве эталонной используется пригодная для инженерных расчётов простая 

зависимость, приближённо описывающая распределение теплового потока по 

поверхности сферы при высоких числах Маха в зависимости от угла   [24]: 
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   0.55 0.45cos2FRQ Q   . 

В критической точке эталонное значение конвективного теплового потока к 

поверхности тела с радиусом затупления sR  вычисляется по формуле Фэя и Ридделла 

[25]: 
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здесь: 1f   для плоских течений и 0f   для осесимметричных, энтальпия pH C T , 

pC  - теплоемкость газа при постоянном давлении, нижние индексы 0  соответствуют 

параметрам газа в точке торможения, w  - на стенке,   - набегающему 

невозмущенному потоку. Градиент скорости в критической точке рассчитывается по 

формуле: 

 0

00

21

S

p pdv

dy R 

 
 

 
. 

Отметим некоторые отклонения результатов расчёта теплового потока 

бессеточным методом решения уравнений Навье-Стокса от приближённо-

аналитической кривой, которые в проведённых расчётах не превышали 5% . 
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Заключение 

Описанная математическая модель и разработанное программное обеспечение 

представляют собой очередной этап в реализации проекта в области численного 

исследования обтекания тел запылёнными потоками. С учётом относительной 

простоты реализации и отсутствием необходимости строить сложные 

пространственные решётки бессеточный метод показывает удовлетворительные 

результаты при расчёте сверхзвуковых вязких течений и может применяться для 

оценки влияния крупных частиц на ударный слой, поскольку, согласно 

экспериментальным данным, движение даже единичной частицы может вызывать 

кратное увеличение теплового потока к поверхности. 

Следующие ступени реализации проекта предполагают применение бессеточного 

метотода к расчёту движения частицы в потоке газа, а также реализацию приведённых 

алгоритмов для графических графических процессоров и вычислительных кластеров с 

целью расширения масштаба решаемых задач. 
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