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Аннотация. Рассматривается проблема оценки, контроля и формирования 

динамических режимов колебаний технических объектов транспортного и 

технологического назначения. Цель исследования заключается в разработке 

методологии оценки динамических состояний механических колебательных систем, 

используемых в качестве расчётных схем технических объектов, находящихся в 

условиях вибрационных нагружений. Используются методы структурного 

математического моделирования. В рамках структурной методологии механической 
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колебательной системе сопоставляется схема эквивалентной в динамическом 

отношении системы автоматического управления. Для оценки динамических 

состояний проводится регуляризация бесконечного семейства амплитудно-

частотных характеристик с помощью конечного множества динамических 

инвариантов. Разработан метод оценки разнообразия динамических состояний 

параметрического множества механических колебательных систем, образованных 

твердым телом, находящимся в условиях вибрационного нагружения силовой 

природы.  
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3 Abstract. The scientific and methodological foundations for the dynamics problems 

solving of technological and transport facilities operating under conditions of increased 

vibrational dynamic loads are being developed. The purpose of the proposed research 

consists in developing methodological approaches for the assessment, control, formation 

and management of dynamic states of technical objects (machines, equipment, working 

bodies of vibrating technological machines), which design schemes of are being displayed 

in the form of mechanical oscillatory systems with several degrees of freedom. 

The studies are based on employing and developing analytical apparatus of system 

analysis and its applications to the problems of machine dynamics, protection of equipment 

and devices from vibration effects, which forms the basis of approaches to ensuring safety, 

reliability of operation of technical means, ensuring the dynamic quality of technological 

machines. 

The article considered the issues of the development of ideas on the generalized states 

of mechanical oscillatory systems formed by solids under conditions of coherent vibrational 

loads of a forceful nature, which dynamic state of is being determined based on the dynamic 

malleability of points distributed over the surface. 

The authors suggest considering the so-called dynamic invariant, reflecting the 

essential features of the mechanical oscillating system dynamic states aggregate in the form 

of oriented graphs, as a generalized dynamic state. The number of its of vertices and arcs 

are equal to the number of resonances, frequencies of amplitudes zeroing , as well as positive 

and negative forms of the elements dynamic interactions. 



4 

 

The article shows that an infinite set of amplitude-frequency characteristics can be 

juxtaposed with a finite set of dynamic invariants. The general aggregate of dynamic 

invariants can be constructed based on the zeroing frequency functions, which can be set 

implicitly by zeroing the transfer function numerator, interpreted as dynamic compliance 

within the framework of the problem under consideration. The zeroing frequency  unction 

juxtaposes the frequency of external force disturbances with the variation parameters of the 

system, on which the dynamic compliance is being zeroed, assuming that the zeroing 

frequency does not coincide with the natural oscillation frequency of the system. 

The article demonstrates that the aggregate of dynamic states corresponding to the 

simultaneous variation of two system parameters may be displayed by the dynamic 

invariants chart, splitting the plane of two variation parameters into the finite aggregate of 

non-intersecting areas, boundaries and planes with potentially different dynamic variables. 

It shows, in particular, that infinite diversity of dynamic states of mechanical oscillations 

may be represented in the form of finite set of generalized dynamic states. 

Keywords: mechanical oscillatory systems, connected perturbations, dynamic compliance, 

dynamic invariants 
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Введение 

Проблемы обеспечения динамического качества, надежности, безопасности 

работы технических объектов транспортного и технологического назначения, 

находящихся в условиях вибрационного нагружения, предопределяют задачи в 

области машиноведения, теории механизмов и машин, динамики и прочности, 

теоретической механики, теории колебаний и математического моделирования [1-4]. 

В настоящее время получили значительное развитие математическое 

моделирование технических объектов, расчётные схемы которых интерпретируется в 

рамках теории цепей, теории графов, теории автоматического управления, теории 

колебаний, прикладного системного анализа [5-6]. Структурное математическое 

моделирование, в рамках которого расчётной схеме виде механической 

колебательной системы сопоставляется схема эквивалентной в динамическом 

отношении системы автоматического управления, получило развитие в задачах 

оценки, контроля и формирования динамических состояний технических объектов, 

находящихся в условиях вибрационного нагружения силовой природы. Для широкого 

класса задач моделирования существенных свойств технических объектов 

значительное распространение получили механические колебательные системы [7-

15]. Оценки динамических состояний технического объекта может быть реализована 

на основе передаточных функции структурных схем систем автоматического 

управления. Использование передаточных функций, характеризующих амплитуды 

установившихся колебаний обобщенных координат механических колебательных 

систем, может быть оправдано в решении задач, в которых динамические состояния 
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технических объектов определяются уровнем вибрации с учетом взаимодействия 

элементов [6].  

Для оценки динамических состояний механических колебательных систем 

предлагается концепция динамических инвариантов, представляющая собой метод 

регуляризации бесконечного семейства динамических состояний с помощью 

конечного набора динамических инвариантов, отражающих количество 

динамических особенностей в виде критических состояний и форм динамических 

взаимодействий. В рамках концепции динамических инвариантов для систем, 

находящихся в условиях связанных силовых нагружений, разнообразие 

динамических состояний может быть представлено интегральной характеристикой, 

которая каждому значению коэффициента связности силовых возмущений 

сопоставляет набор количественных характеристик совокупности динамических 

состояний [16-18]. 

В условиях связных силовых нагружений для систем, образованных твердыми 

телами, состояния которых определяются на основе семейства динамических 

податливостей точек, распределённых по поверхности, совокупность обобщенных 

динамических состояний может быть отображено так называемой картой 

динамических инвариантов, представляющей собой параметрическое множество 

интегральных характеристик или распределение количественных характеристик 

обобщенных динамических состояний по плоскости параметров. Карта 

динамических инвариантов каждой паре коэффициента связности и координаты 

точки, на основе которой оценивается динамическое состояние системы, 
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сопоставляет совокупность динамических характеристик системы в виде числа 

режимов динамического гашения, числа резонансов и количества знакоопределенных 

форм динамических взаимодействий элементов механической колебательной 

системы. В работе [18] построены границы карты динамических инвариантов для 

коэффициентов связности силовых возмущений и координат точек, на основе 

которых оценивается частичная совокупность динамических состояний системы.  

Вместе с тем, режимы динамических взаимодействий элементов механической 

колебательной системы ещё не получили должной детализации в рамках 

представлений о распределении по множествам карты динамических инвариантов. 

Предлагаемая статья посвящена вопросам оценки динамических состояний 

механических колебательных систем, образованных твердым телом, на основе 

построения карты динамических инвариантов, охватывающей малые и большие 

значения коэффициента связности силовых возмущений. 

 

I. Основные положения. Постановка задачи. 

Рассматривается механическая колебательная система, образованная твердым 

телом массой M и моментом инерции J, совершающим малые вынужденные 

установившиеся колебания под воздействием связных синфазных гармонических 

возмущений Q1, Q2: 

Q2=γQ1,      (1) 

где γ – коэффициент связности возмущений Q1, Q2, приложенных в точках т.A и т.B 

на расстояниях l1, l2 от цента тяжести в т.О (рис.1а).  
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Рис. 1. Механическая колебательная система. (а) – расчетная схема, (б) 

– структурная схема, где p=jω – комплексная переменная, j=√-1, ω – частота 

внешнего возмущения, символ «-» над переменной обозначает изображение 

Лапласа[19, 20] 

 

Под воздействием связных возмущений Q1, Q2 твердое тело совершает малые 

вынужденные колебания на частоте внешних возмущений. Динамическое состояние 

твердого тела может быть оценено на основе движения некоторой фиксированной 

точки, находящейся на линии АВ. В качестве динамической характеристики движения 

механической колебательной системы может быть рассмотрена динамическая 

податливость, представляющая собой отношение амплитуды колебания 

фиксированной точки к амплитуде колебания внешнего возмущения Q1. 

Коэффициент связности и координата точки, на основе которой оценивается 

динамическое состояние твердого тела, могут рассматриваться как параметры 

совокупности динамических состояний. Для фиксированного коэффициента 

связности и для фиксированной точки твердого тела, положение которой 

определяется некоторой координатой, можно сопоставить множество динамических 

податливостей, в общем случае, зависящих от частот внешних возмущений. Вместе с 

тем, полная совокупность динамических податливостей, определяемых множеством 
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частот внешних возмущений, может быть оценена с обобщенной точки зрения путем 

учета существенных характеристик, отображающих количества режимов обнуления, 

резонансов и форм динамических взаимодействий элементов механической 

колебательной системы.  

Задача заключается в разработке метода оценки разнообразия обобщенных 

динамических состояний механической колебательной системы, образованной 

твердым телом, находящимся в условиях связных вибрационных нагружений, 

состояния которого характеризуются динамическими податливостями, зависящими 

от частот внешнего возмущения, коэффициентов связности внешних силовых 

возмущений и координат точек, на основе которых оценивается динамическое 

состояние твердого тела.  

 

II. Математическая модель. 

На основе известных методов [3, 5, 19], использующих формализм Лагранжа, 

по расчетной схеме может быть построена система дифференциальных уравнений 

движения в обобщенных координатах {y1, y2}, где y1, y2 - смещения тт. А и B твердого 

тела относительно положения статического равновесия, или в координатах {φ, z}, где 

φ – угол поворота твердого тела относительно центра тяжести, z – величина 

вертикального смещения центра тяжести относительно положения статического 

равновесия (рис.1а). Системы координат {y1, y2} и {φ, z} связаны зависимостями 

1 2

2 1( )

z ay by

c y y

 

  

 (2),    
1 1

2 2

y z l

y z l

  


  
,   (3) 



10 

 

где 2 1

1 2 1 2 1 2

1
; ;

l l
a b c
l l l l l l

  
  

. 

В свою очередь, система дифференциальных уравнений Лапласа 2-ого рода 

может быть преобразована под действием интегральных преобразований Лапласа с 

учетом нулевых начальных условий в систему алгебраических уравнений и 

приведена к структурной схеме системы автоматического управления (рис.1б). По 

структурной схеме могут быть построены передаточные функции системы: 

1

2 2 2 2 2
1 2

11
1 0

(( ) ) ( )
( , )

( )
Q

y Mb Jc p k Mab Jc p
W p

Q A p


    
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1

2 2 2 2 2
2 1

21
1 0
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( , )

( )
Q

y Ma Jc p k Mab Jc p
W p

Q A p


    
   ,   (5) 

где A(p)=((Ma2+Jc2)p2+k1)((Mb2+Jc2)p2+k2)–((Mab-Jc2)p2)2.  

Передаточные функции (4),(5) системы (рис.1) представляют собой 

динамические податливости, в смысле зависимости от частоты внешнего 

возмущения, системы в т. А и т.B. Оценка динамического состояния твердого тела в 

условиях вибрационного нагружения для фиксированного коэффициента связности γ 

может быть реализована на основе оценки динамических податливостей в точках, 

распределенных по твердому телу. Если зафиксировать координату h т.Н, на основе 

которой оценивается состояние твердого тела, то соответствующая динамическая 

податливость может быть представлена передаточной функцией: 

11 21( ) ( ) ( ) ( ) ( )hW p a ch W p b ch W p    ,    (6) 
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Соответствующая амплитудно-частотная характеристика передаточной 

функции определяется выражением: 

( , ) ( )h h p j
A W p

 
   ,    (7) 

представляющем собой дробно-рациональное выражение, числитель и 

знаменатель которого являются многочленами частоты внешнего возмущения. 

Коэффициент связности γ и координата h, используемые для оценки 

динамических состояний, рассматриваются как параметры семейства амплитудно-

частотных характеристик (7).   

В свою очередь, бесконечное многообразие амплитудно-частотных 

характеристик (7) может быть регуляризовано с помощью разбиения на конечный 

набор классов, обладающих постоянным на некотором множестве существенных 

характеристик в виде количества частот обнуления, резонансов и знакопостоянных 

форм динамических взаимодействий. Такие классы, условно называемые 

динамическими инвариантами, могут быть определены на основе частотной функции 

обнуления, представляющей собой частоту, обнуляющей числитель амплитудно-

частотной характеристики:  

2 1 2 1 2
2

( ) ( )
( , )

( ) ( 1)

c k k h bk ak
h

Mac Mbc h Jc

    
  

    
.   (8) 

Частотная функция обнуления (8) для фиксированного коэффициента 

связности γ позволяет построить совокупность динамических инвариантов на основе 

определения граничных значений, которые находятся из условий совпадения 
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частотной функции с нулем, с собственными частотами системы и из условия 

обращения частотной функции в бесконечность(рис.2). 

 

Рис. 2. Частотные функции обнуления для фиксированных значений 

коэффициентов связности γ: (1) – γ=0; (2) – γ=0.3; (3) – γ=0.35 

 

Вместе с тем, для регуляризации семейства амплитудно-частотных 

характеристик, зависящих от не от одного, а от двух параметров на основе частотной 

функции обнуления могут быть построены границы областей на множестве 

параметров (γ,h)  
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где σ1, σ2 – собственные частоты системы. Можно показать, что функции 

граничных значений (11),(12) представляют собой постоянные значения. 

 

III. Построение карты динамических инвариантов. 

Частотная функция обнуления позволяет границы областей параметров, в 

которых динамические инварианты сохраняют свои значения. Разбиение множества 

параметров Ω=[-∞, ∞]×[h1, h2] на множества, в которых динамические инварианты 

сохраняют свои значения, представляет своеобразную карту динамических 

инвариантов (рис.4). 

(а) 

h



34

32

11A

21A 22A

12A232

111

432
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21 231
25
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112

332

331
332

442

221

222

25

331

31 431 45

0

 

(б) 
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В качестве характерных представителей динамических инвариантов могу быть 

представлены конкретные амплитудно-частотные характеристики (рис.4). 
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Рис.3. Карта динамических инвариантов на множестве Ω=[-∞, ∞]×[h1, h2] 

при условии b/a -k2/k1<0. (a) - Гij – границы, Aij – точки пересечения границ, Ωij 

– области; (б) выражение 
l n

k m

 
 
 

 эквивалентно Sk
lFm

n и означает, что k – 

количество режимов динамического гашения, l – количество резонансов, m – 

количество отрицательных форм динамического взаимодействия n - 

количество положительных форм динамического взаимодействия элементов, 

«+» означает, что амплитудно-частотна характеристика в нуле строго 

положительна, «-» - строго отрицательна 
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(г) (д) (е) 

  
 

(ж) (з)  

  

 

Рис. 4. Амплитудно-частотные характеристики передаточной функции Wh 

элементов разбиения: (а) Γ21, S0
1F1

1 (J3),   γ= -13.94, h=3.20 ; (б) Γ25,  S0
1F1

1(J3), γ=1.52, 

h=3.20; (в) Ω21,  S1
2F2

2(J7), γ=-13.94, h=1.51; (г) Ω25,  S1
2F2

2(J7), γ=1.52, h=1.51; (д) Γ31, 

S0
1F1

1 (J3),   γ= -13.94, h=-0.17 ; (е) Γ45, S0
1F1

1 (J3),   γ= 1.52, h=-0.17; (ж)  A21, S∞
0F0

0 

(J∞), γ= -3.48, h=-0.17; (з) A12 , S∞
0F0

0 (J∞), γ= 0.38, h=3.2 

 

Амплитудно-частотные характеристики, существенными особенностями 

которых является наличие единственного разрыва второго рода, отображающего 
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единственный резонанс, и две знакоопределенные ветви графиков, отображающие 

одну положительную и одну отрицательную формы динамических взаимодействий 

элементов механической колебательной системы, представляются динамическими 

инвариантами с набором частных характеристик в виде S0
1F1

1 и полной 

характеристикой J3 (рис.4а, рис.4б, рис.4д, рис.4е), которые сохраняются на 

определенных множествах карты (рис.3). В частности, на границе Γ21, амплитудно-

частотная характеристика с параметрами γ= -13.94, h=3.20 м. отображает 

динамический инвариант с набором частных характеристик S0
1F1

1. В точках A21 и A12 

реализуется режим тождественного равенства амплитудно-частотной характеристики 

нулю (рис.4ж, рис.4з). Режим, обеспечивающий тождественное равенство нулю 

амплитудно-частотной характеристики, может быть интерпретирован как 

бесконечное количество частот обнуления амплитуды колебания координаты 

объекта, и поэтому может быть обозначен выражением S∞
0F0

0 с полной 

характеристикой J∞.  

 

IV. Некоторые возможности интерпретации карты динамических 

взаимодействий. 

Внешние связные силовые возмущения {Q1, Q2} для коэффициента связности 

γ≠-1 (рис.1а) могут быть приведены к одиночному силовому возмущению Q0, 

приложенному к т.С0, расположенной на расстоянии l0 от центря тяжести (рис.5). 
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y1 y2

т. О

т. A т. B

l1 l2

Q0

т. С0

l0

Y

X

 

Рис. 5. Механическая колебательная система: Q0 – приведенное к т.С0 силовое 

возмущение  

 

Силовое возмущение Q0 и координата точки приложения силового возмущения 

l0 могут быть определены из условий совпадения главного вектора и главного 

момента систем сил {Q1, Q2} и {Q0} относительно центра т.O:  

0 1 2

0 0 1 2

Q Q Q

сl Q bQ aQ

 

  

,    (13) 

где Q2=γQ1 – связные силовые возмущения. 

Одиночное силовое возмущение Q0, приложенным к точке т.С0 на расстоянии 

l0 от центра т.O, определяется выражением: 

Q0 = (γ+1) Q1,   (14) 

где 0
(1 )

a b
l

c

 


 
 - представляет собой координату приложения приведенной силы. 

В свою очередь, координата l0 т.С0 приложения приведенной силы Q0 может 

рассматриваться как функция l0(γ) коэффициента связности, график которой терпит 

разрыв второго рода для значения γ=-1(рис.6). 
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Рис. 6. Связь между параметрами l0 и γ 

 

График связи l0(γ) позволяет коэффициенту связности γ внешних силовых 

возмущений сопоставить координату l0 приложения приведенного силового 

возмущения Q0(рис.6). 

Связь l0=l0(γ) может быть использована для преобразования карты 

динамических инвариантов γ ∈ [-∞, ∞], h ∈ [h1, h2] (рис.4) в множество l0 ∈ [-∞, ∞], h 

∈ [h1, h2] (рис.7). Преобразование карты динамических инвариантов предполагает 

отображение областей Ωij в области Ωʹij, границ Гij в Гʹij и точек Аij в Аʹij (рис.5, рис.7). 

Вместе с тем, необходимо отметить, что результат преобразования карты 

динамических инвариантов, заданных на множестве параметров (γ, h) ∈ [-∞, ∞] × [h1, 

h2], в разбиение, заданное на множестве (l0, h) ∈ [-∞, ∞] × [h1, h2], не является в полном 

смысле картой динамических инвариантов, так как не учитывается коэффициент 

(γ+1). 

(а) 
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Преобразованная карта динамических инвариантов позволяет охарактеризовать 

разнообразие совокупностей динамических состояний с помощью обобщенных 

представлений о существенных характеристиках динамических особенностей.  
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Рис.7. Преобразование карты динамических инвариантов Ω на множество (l0,γ) 

∈ Ωʹ= [-∞, ∞]×[h1, h2] при условии b/a -k2/k1<0. (а) – области, границы и точки, 

в которых динамические инварианты сохраняются; (б) – частные 

характеристики динамических инвариантов  
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Анализ исходной карты динамических инвариантов и преобразованной карты 

динамических инвариантов позволяет обнаружить специфические режимы 

динамических взаимодействий элементов механических колебательных систем и 

определить их особенности. 

 

V. Оценка специфических динамических режимов движения 

механической колебательной системы на основе преобразованной карты 

динамических инвариантов. 

В качестве первичного анализа могут быть оценены специфические 

динамические режимы, которые соответствуют точкам Аʹ12 и Аʹ21 преобразованной 

карты динамических инвариантов (рис.7). В точках Аʹ12 и Аʹ21 реализуются режимы 

тождественного равенства нулю динамической податливости. Тождество нулю 

амплитудно-частотной характеристики (рис.4ж, рис.4з) означает, что на поверхности 

твердого тела существует точка с фиксированной координатой, амплитуда которой 

равна нулю для любой частоты внешнего возмущения при условии, что 

возмущающее силовое воздействие приложено к определенной точке. Движение 

системы для динамического инварианта J∞ может быть интерпретировано, как 

приведение одного из упругих элементов с конечной податливостью к упругому 

элементу с нулевой податливостью (рис.8а, рис.8б). 

(а) (б) 
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Рис. 8. Приведенные системы, обладающие динамическим инвариантом J∞. (а) 

- для точки Аʹ21, (б) - для точки Аʹ12 

 

Особенностью режима движения при условии реализации динамического 

инварианта J∞ является тот факт, что узел колебания твердого тела не зависит от 

частоты внешнего возмущения. 

Дополнительно следует отметить, что на карте динамических инвариантов 

реализуются совокупности динамических состояний S0
1F1

1, S0
2F1

2, исключающих 

обнуление амплитуд колебания, и S1
2F2

2
, S1

2F1
2, допускающие обнуления амплитуд 

колебания. 

Вместе с тем, можно полагать, что наравне с режимом обнуления амплитуды 

фиксированной точки, координата которой не зависит от частоты внешнего 

возмущения, существую режимы, когда координата точки, в которой реализуется 

режим обнуления амплитуды колебания, зависит от частоты внешнего возмущения. 

 

Заключение. 

В рамках методологии структурного математического моделирования 

разработана концепция динамических инвариантов с целью оценки обобщенных 

состояний механических колебательных систем, находящихся в условиях связных 

вибрационных возмущений силовой природы, динамическое состояния которых 
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определяется на основе динамических податливостей точек, распределенных по 

поверхности твердого тела. Концепция динамических инвариантов предполагает, что 

состояние механических колебательных систем может быть оценено в терминах 

динамических инвариантов, отображающих существенные особенности 

динамических состояний в виде количества режимов обнуления амплитуд, 

резонансов и знакоопределенных форм динамических взаимодействий. Для оценки 

разнообразия обобщенных динамических состояний строится карта динамических 

инвариантов, представляющая собой совокупность множеств, на которых 

динамические инварианты сохраняют свои значения. Основными элементами карты 

динамических инвариантов являются области, границы областей и точки пересечения 

границ, в которых совокупности динамических особенностей сохраняются. Показано, 

что карта динамических инвариантов может быть преобразована в результате 

перехода от коэффициента связности внешних силовых возмущений к координате 

приложения одиночного силового возмущения. Показано, что существуют 

специфические динамические состояния механических колебательных систем, 

отличающиеся тем, что координата точки, в которой реализуются режимы обнуление 

амплитуды колебания, не зависит от частот внешнего возмущения.  

Таким образом, разработан системный подход к оценке обобщенных 

динамических состояний механических колебательных систем, образованных 

твердым телом, находящимся в условиях связных вибрационных нагружений, 

динамическое состояние которого оценивается на основе совокупности 

динамических податливостей точек, распределенных по поверхности.  
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