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Аннотация. В статье рассматривается напряженное состояние сплошных и 

тонкостенных балок треугольного сечения, которые могут выполнять роль 

конструктивных элементов космических кораблей. Наиболее перспективными для 

изготовления балок считаются материалы на углеродной основе. Они имеют 

высокие механические и приемлемые технологические свойства, обладают также 

невысокой плотностью. Результатом специальных технологий изготовления таких 

материалов и балок из них является разномодульность, проявляющаяся при изгибе, 

что приводит к определенным трудностям при расчетах на прочность, так как 

положение нейтральной линии сечения при изгибе зависит от соотношения модулей 

Юнга при растяжении и сжатии. В настоящей статье изложены результаты 

исследования напряженного состояния изгибаемых балок сплошного и 
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тонкостенного треугольного сечения, приводятся примеры расчетов на прочность 

балок из углепластиков М46 и IMS-65, даются некоторые практические 

рекомендации по расчетам. 
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Abstract. The spaceships, which are expected to fly over the next decades, include large 

structural assemblies. The largest of them is a refrigerator-radiator, which length may 

exceed one hundred meters. Its load-bearing base should be a frame made of beams of 

various cross-sections: round, box-shaped and triangular. At present, carbon-based 

structural materials are considered the most suitable for the beams manufacturing. They 
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demonstrate high mechanical, acceptable technological properties and they are of low 

density as well. The carbon-based materials specificity is that they exhibit various 

properties under tension and compression. Such materials are commonly referred to as 

multi-modular. Obviously, the difference in modularity manifests itself while bending as 

well. The article considers the stress state of bent solid and thin-walled beams of triangular 

cross-section. It leads to certain difficulties at stress computing, since the neutral section 

line position while bending depends on the ratio of Young modules under tension and 

compression. The problem under consideration is being solved in the article by the 

analytical method. The cross-section of the bent beam is being divided into two zones by a 

neutral line. Tension stresses are acting in one of the zones, while compression stresses are 

acting in the other one. An equilibrium equation is drawn up and formulas for the 

operating stresses computing are derived. Structurally, the article is divided into five parts 

and consists of an introduction, analysis of stresses in a bent beam of solid triangular 

section, the same analysis of a beam of thin-walled triangular section, examples of 

computing and conclusions. When analyzing the stress state, the K function is used, 

depending on the ratio of Young's modules for tension and compression, on the shape and 

size of the beam section, as well as on the neutral line position. The article presents 

formulas for determining maximum stresses in the cross sections. It includes five figures 

depicting the view of the refrigerator-radiator section, cross sections of solid and thin-

walled beams, graphs of K functions for such beams. The examples include comparative 

results obtained with and without account for the actual position of the neutral line in the 

beam section. Conclusions present recommendations on the requirement to account for the 



difference in modularity of carbon-based materials, which may be useful in engineering 

practice. 
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Введение 

Важными конструктивными узлами крупногабаритных космических кораблей 

(КК), полеты которых запланированы на ближайшие десятилетия, являются 

холодильники-излучатели (ХИ). Самым крупным конструктивным узлом 

космического корабля для межпланетных полетов в пределах Солнечной системы 

оказывается ХИ на тепловых трубах, размещенный на силовой балке. На рис. 1 

показан возможный вид секции ХИ с некоторыми модулями [1]. Общая длина ХИ 

может составлять более ста метров, поэтому выбор материала для его балочных 

элементов является важным во всех отношениях. Предполагается, что могут быть 

использованы материалы на основе углерода, имеющие высокие механические 

(таблица 1) и приемлемые технологические свойства [2,3]. Важным достоинством 

является также их невысокая плотность (1,4 – 2,2 г/см3) [3]. 
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Рисунок 1 – Часть ХИ на тепловых трубах, состыкованная с жилым 1, 

медицинским 2, оранжерейным 3 и резервными 4, 5, 6 модулями. Показано вантовое 

крепление коллекторов ХИ с тепловыми трубами к центральной силовой балке 8. 

Панели 7 солнечных батарей размещены между секциями ХИ [1]. Энергоблок не 

показан,  он  крепится  к  силовой балке 8 со стороны, противоположной модулям 1 

– 6. 

При использовании материалов на основе углерода балочные силовые элементы ХИ 

могут быть изготовлены из сплошных или тонкостенных балок круглого, 

прямоугольного или треугольного сечения. Такие материалы, проявляющие 

различные свойства при растяжении и сжатии, называются разномодульными. 

Особенности технологии материалов на углеродной основе рассмотрены в 

источниках [4,5,6], разработке методики управления качеством процесса 

производства изделий из композитных материалов посвящена работа [7]. 

Некоторые специальные вопросы прочности конструктивных элементов из 

разномодульных материалов изложены в работах [8,9], частные случаи рассмотрены 



в статье [10], общие вопросы прочности – в книге [11]. Вопросы о расчете на 

прочность деталей из материалов, неодинаково сопротивляющихся растяжению и 

сжатию, неоднократно рассматривались в технической литературе. Металлы по их 

свойствам было принято подразделять на три группы: пластичные, хрупко-

пластичные и хрупкие [12]. К последней группе относились, в частности, 

специальные чугуны, твердозакаленные и инструментальные стали. Результаты 

испытаний [13] показали, что многие из хрупких материалов неодинаково 

сопротивляются растяжению и сжатию. 

Методы оценки напряженного состояния элементов конструкций из 

разномодульных материалов имеют свои особенности. В работе [14] приведены 

результаты исследования концентрации напряжений в углах тонкостенных 

коробчатых оболочек методом фотоупругости. В статье [15] рассматривается 

решение задачи чистого изгиба балки прямоугольного сечения, изготовленной из 

авиационного сплава АК4-1Т с различными свойствами на растяжение и сжатие, 

нагруженной постоянным изгибающим моментом. Моделирование поведения 

изгибаемых тонкостенных труб [16] из авиационного сплава с демпфирующим 

наполнителем при предельном нагружении (вплоть до потери формы) 

осуществлялось расчетным (МКЭ) и экспериментальным путем. Было показано 

хорошее совпадение расчетных и экспериментальных данных. Оценкой 

демпфирующих свойств композитов занимался автор статьи [17], в которой 

приведены результаты исследования слоистой композитной шарнирно опертой 

балки, там же предложен способ улучшения демпфирующих свойств материала. 

Вопросы расслоения поверхностной структуры деталей из композитных материалов 



при ударной нагрузке рассматривались в статье [18]. Исследованию прочностных 

характеристик стальных тонкостенных балок посвящена статья [19].  

В настоящей статье рассматривается напряженное состояние сплошных и 

тонкостенных балок треугольного сечения из углепластика при изгибе. Такой 

материал может быть применен, в частности, для изготовления заднего стоечного 

узла (ЗСУ) газотурбинного двигателя вместо металла [20], а для первичной оценки 

напряженно-деформированного состояния пустотелых стоек ЗСУ целесообразно 

использовать подход, предлагаемый в данной статье. В статье [21] рассматривается 

напряженно-деформированное состояние балки из разномодульного материала в 

условиях внецентренного продольного сжатия и поперечного давления. 

Особенностью расчета было то, что из-за невозможности введения нейтрального 

слоя отсчет его положения велся от нижнего слоя сечения балки. 

1. Анализ напряженного состояния сплошной балки треугольного 

сечения 

Рассмотрим поперечное сечение – равнобедренный треугольник. 

На рисунке 2 приведено сечение балки 

 

Рисунок 2 – Сечение балки и эпюра напряжений: 

H-H – нейтральная ось 



Для углепластиков принимается справедливость закона Гука, при изгибе 

справедливость гипотезы плоских сечений. Значение параметра β, который 

определяет положение нейтральной оси, определим из уравнения равновесия 

Q1 = Q2, где Q1 – усилие, создаваемое напряжениями растяжения σ1, Q2 – усилие, 

создаваемое напряжениями сжатия σ2. 

Усилия Q1 и Q2 определяются по эпюрам напряжений σ1 и σ2 соответственно и 

равны: 
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Получим с учетом (1.1) и (1.2) уравнение равновесия:  
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На основании уравнения равновесия (1.3) рассмотрим функцию K(β) = f(β) 
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При значении K = 1, т.е. при E1 = E2, получим параметр β, равный 3
2 , что 

соответствует точному решению. 

Для практических инженерных расчётов используется диапазон изменения 

величины β в пределах 0,4516 < β < 0,839, что соответствует изменению параметра K 



от 8 до 0,125. На рисунке 3 приведен график функции (1.4) для указанных выше 

пределов. 

Изгибающий момент, действующий в рассматриваемом сечении, можно 

представить, как 
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Уравнение (1.5) после преобразования принимает вид 

2211 JEJEJEпр  ,    (1.6) 

где Eпр – приведенный модуль упругости; 

J – собственный момент инерции треугольного сечения балки; 

J1 – момент инерции сечения, где действует напряжение σ1 относительно 

нейтральной оси H-H (рисунок 2); 

J2 – момент инерции сечения, где действует напряжение σ2 относительно 

нейтральной оси Н-Н (рисунок 2). 

Моменты инерции J, J1, J2 равны 
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С учётом выражения (1.7) получаем: 
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Рисунок 3 – График функции K = f(β) при 0,12 < K < 8,0 

 

 

Действующие напряжения с учётом M = M1 + M2 равны: 
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2. Анализ напряженного состояния балки тонкостенного треугольного 

сечения 

Рассмотрим поперечное сечение балки тонкостенного равнобедренного 

треугольника (рисунок 4). 



 

Рисунок 4 – Сечение тонкостенной балки и эпюра напряжений 

 

Для составления уравнения равновесия рассмотрим зону 1, где модуль 

упругости равен Е1, и зону 2, где модуль упругости равен Е2. Размеры элементов в 

зонах 1 и 2 приведены на рисунке 4. 

Усилия Q1 и Q2, создаваемые напряжениями растяжения σ1 и сжатия σ2, равны 
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Уравнение равновесия Q1 = Q2 с учетом (2.1) и (2.2) при К = Е1/Е2 принимает 

вид 
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Приведенный модуль упругости 
J

JEJE
Eпр

2211 
  для сечения в виде 

тонкостенного равнобедренного треугольника с размерами: высота h, длина 

основания b, толщина δ определяется моментами инерции: 

Jсоб – собственный момент инерции сечения; 

J1 и J2 – моменты инерции сечений относительно нейтральной оси, 

определяемой параметром β. 
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где yц.т. – ордината центра тяжести сечения (рис. 4), 

b1 = b(1 – γ3) – основание внутреннего треугольника, 

h1 = h(1 – γ3) – высота внутреннего треугольника. 

График функции K = f(β,b,h,δ) по (2.3) приведен на рисунке 5. 

 



 

Рисунок 5 – График функции K = f(β,b,h,δ) 

при b = 46 мм; h = 40 мм; 

1 – δ = 10 мм; 2 – δ = 5 мм; 3 – δ = 2,5 мм; 4 – δ = 1 мм 

3. Примеры определения напряжений при изгибе балок треугольного 

сплошного и тонкостенного сечений (механические характеристики материалов 

приведены в таблице 1) 

Характеристики углепластиковых материалов [10]  Таблица 1 

Марка Модуль Юнга 

при растяжении 

Ер,  МПа 

Модуль Юнга 

при сжатии 

Есж,  МПа 

Предел 

прочности при 

растяжении 

, МПа 

Предел 

прочности при 

сжатии 

, МПа 

М46 21330 15420 1271 584 

IMS-65 26880 12810 2270 610 

В таблице модули Юнга и пределы прочности относятся к направлениям 

вдоль волокон.  



 

Пример 1. 

Рассмотрим изгиб балки сплошного треугольного сечения с размерами 

h = 40 мм, b = 46 мм. Материал балки углепластик IMS-65 (величина 

K = E1/E2 = 2,09). Этому значению K, согласно (1.4), соответствует параметр 

β = 0,59. 

Геометрические характеристики зон растяжения «1» и сжатия «2» по 

формулам (1.7) равны 

J = 8,178 см4, J1 = 2,973 см4, J2 = 6,03 см4. 

Приведенный модуль упругости Eпр = 19263 МПа. 

Напряжения в сечении балки под воздействием изгибающего момента M 

размерностью кгс·м равны: 

σ1 = 4,04·M, МПа; для сравнения σпр1 = 3,26·M, МПа; 

σ2 = 1,34·М, МПа; для сравнения σпр2 = 1,63·M, МПа. 

 

 

 

Пример 2. 

Если рассмотренная в примере 1 балка изготовлена из углепластика М46, то 

величина K = 1,383. Этому значению K, согласно (1.4), соответствует параметр 

β = 0,634. 

Геометрические характеристики зон растяжения «1» и сжатия «2» равны 

J = 8,178 см4, J1 = 3,949 см4, J2 = 4,389 см4. 



Приведенный модуль упругости Eпр = 18534 МПа. 

Напряжения в сечении балки под воздействием изгибающего момента M 

размерностью кгс·м равны 

σ1 = 3,56·M, МПа; для сравнения σпр1 = 3,26·M, МПа; 

σ2 = 1,49·М, МПа; для сравнения σпр2 = 1,63·M, МПа. 

 

Пример 3. 

Рассмотрим балку тонкостенного сечения с размерами h = 40 мм, b = 46 мм, 

δ = 2,5 мм. Материал балки углепластик IMS-65. Для этого материала K = 2,09. 

Этому значению K, согласно (2.3), соответствует параметр β = 0,564. 

Геометрические характеристики зон растяжения «1» и сжатия «2» по 

формулам (2.4) равны 

J = 4,622 см4, J1 = 1,575 см4, J2 = 3,596 см4. 

Приведенный модуль упругости Eпр = 19045 МПа. 

Напряжения в сечении балки под воздействием изгибающего момента M 

размерностью кгс·м равны 

σ1 = 6,86·M, МПа; для сравнения σпр1 = 5,76·M, МПа; 

σ2 = 2,53·М, МПа; для сравнения σпр2 = 2,88·M, МПа. 

 

Пример 4. 

Рассмотрим балку с размерами из примера 3, изготовленную из углепластика 

М46. В этом случае K = 1,383, параметр β = 0,6225. 



Геометрические характеристики зон растяжения «1» и сжатия «2» по 

формулам (2.4) равны 

J = 4,622 см4, J1 = 2,183 см4, J2 = 2,538 см4. 

Приведенный модуль упругости Eпр = 18541 МПа. 

Напряжения в сечении балки под воздействием изгибающего момента M 

размерностью кгс·м равны 

σ1 = 6,2·M, МПа; для сравнения σпр1 = 5,76·M, МПа; 

σ2 = 2,72·М, МПа; для сравнения σпр2 = 2,88·M, МПа. 

 

Выводы 

Расчёты показали, что если сплошная балка имеет сечение простой 

геометрической формы, то при соотношении модулей Юнга, равном 1,4, разность 

между напряжениями σ1 и σпр1 или σ2 и σпр2 достигает уже более 10%. Решение о 

том, какие формулы использовать, целесообразно принимать, увязывая этот вопрос 

с величиной заданного запаса прочности.  

Еще более важным оказывается выбор формул для коробчатых и 

тонкостенных (ленточных) сечений, так как они оказываются более 

чувствительными к геометрическим характеристикам. В этом случае применять 

более точные формулы целесообразно практически всегда. 
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