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Аннотация. В рамках проблемы изменения динамических свойств технических 

объектов, находящихся в условиях вибрационных нагружений, рассматриваются 

задачи оценки, формирования и коррекции динамических состояний структурных 

образований механических колебательных систем. В качестве структурного 

образования рассматривается диада – изолированная система из двух 

массоинерционных элементов, соединенных пружиной с учетом дополнительных 

связей, включающих устройства для преобразования движений или демпфер. 
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Цель разрабатываемого методологического подхода заключается в 

формировании динамических состояний диад и оценке их динамических свойств в 

условиях вибрационных нагружений на основе обобщенных энергетических 

отношений, учитывающих рычажные и упругие связи. 

Используются методы теоретической механики, теории дифференциальных 

уравнений, интегральных преобразований, системного анализа и структурного 

математического моделирования, основанного на сопоставлении механическим 

колебательным системам, используемым в качестве расчетных схем технических 

объектов, структурных схем, эквивалентных в динамическом отношении системам 

автоматического управления.  

Разработана научно-методологическая основа оценки, формирования и 

коррекции динамических состояний диады, рассматриваемой в качестве эталонного 

элемента, использующая энергетические характеристики, учитывающие рычажные 

отношения и упругие связи между парциальными системами и внешними 

возмущениями. 

Ключевые слова: механическая колебательная система, рычажная связь, структурная 

математическая модель, передаточная функция, связность внешних возмущений, 

частотная энергетическая функция, функция демпфирования 

Для цитирования: Елисеев А.В., Кузнецов Н.К., Миронов А.С. Энергетические 

характеристики в оценке упругих и рычажных связей в диаде механической 

колебательной системы // Труды МАИ. 2024. № 135. URL: 

https://trudymai.ru/published.php?ID=179676 

https://trudymai.ru/published.php?ID=179676


 

3 

 

Original article 

ENERGY CHARACTERISTICS IN THE EVALUATION OF ELASTIC 

AND LEVER TIES IN THE DYAD OF A MECHANICAL 

OSCILLATORY SYSTEM 

 

Andrey V. Eliseev1 , Nikolay K. Kuznetsov2, Artem S. Mironov3 

1,2Irkutsk National Research Technical University, Irkutsk, Russia 

3Irkutsk State Transport University, Irkutsk, Russia 

1eavsh@ya.ru  

2knik@istu.edu 

3art.s.mironov@mail.ru 

 

Abstract. Vibrational effects are, on the one hand, of great significance in realizing the 

processes of the parts hardening, the granular mixtures unmixing, ores transportation, 

granule materials dosing executed by technological units in various industrial brunches. On 

the other hand, they should be accounted for while creating vibration protection systems of 

transport and technological machines of various purposes including vibration machines and 

equipment. 

The purpose of the developed scientific and methodological approach is the formation 

of dynamic states of dyads and the assessment of their dynamic properties under conditions 

of vibration loads based on generalized energy ratios that take into account lever and elastic 

bonds. 

The methods of theoretical mechanics, theory of differential equations, integral 

transformations, system analysis and structural mathematical modeling based on 

comparison of mechanical oscillatory systems used as calculation schemes of technical 
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objects, structural schemes equivalent in dynamic terms to automatic control systems are 

used. 

A scientific and methodological basis has been developed for evaluating, forming and 

correcting the dynamic states of the dyad, considered as a reference element, using energy 

characteristics that account for the lever relationships and elastic connections between 

partial systems and external disturbances. 

It is shown that a number of dynamic features of the dyad significantly depend on the 

frequency of the external disturbance and the characteristics of the device for converting 

motion. The properties of the dyad are established, reflecting the dependence of partial and 

natural frequencies, for the analysis of which frequency energy functions are introduced, 

reflecting the features of accounting for potential and kinetic energies in the system 

depending on interpartial connections.  

Keywords: mechanical oscillatory system, lever coupling, structural mathematical model, 

transfer function, connectivity of external disturbances, frequency energy function, damping 

function 

For citation: Eliseev A.V., Kuznetsov N.K., Mironov A.S. Energy characteristics in the 

evaluation of elastic and lever ties in the dyad of a mechanical oscillatory system. Trudy 

MAI, 2024, no. 135. URL: https://trudymai.ru/eng/published.php?ID=179676 

 

Введение 

Возрастание требований к эффективности, надежности и безопасности 

функционирования современных машин технологического и транспортного 
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назначения, включая авиационный и железнодорожный транспорт, приводят к 

ужесточению требований к уровню динамических расчетов, вызывая необходимость 

учета вибрационных нагружений исполнительных механизмов, агрегатов, приборов 

и аппаратуры [1]. Интенсивные вибрационные воздействия способны существенно 

изменять динамические свойства указанных элементов в рамках тенденций 

проявления положительных и отрицательных эффектов [2-5]. 

К положительным эффектам вибрационных взаимодействий, находящих 

применение в химической, машиностроительной, горнодобывающей, 

перерабатывающей и др. отраслях промышленности могут быть отнесены эффекты 

вибрационного перемещения, дозировки и сортировки сыпучих, гранулированных 

или комковых материалов и вибрационного упрочнения поверхностей деталей машин 

[6,7].  

С другой стороны, увеличение скоростей движения и нагрузок современных 

машин усиливает негативное влияние вибраций на состояние человека и технических 

объектов. К негативным факторам могут быть отнесены существенные увеличения 

амплитуд колебаний деталей машин и механизмов при резонансе или эффекты 

раскрытия контактных соединений, которые приводят к снижению эффективности, 

надежности и ресурса работы машин и оборудования и даже их отказам и 

разрушениям [8-10]. 

В этой связи значительный интерес вызывают работы, связанные с развитием 

способов и средств управления динамическими состояниями технических объектов, 

находящихся в условиях вибрационных нагружений, посредством варьирования 
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параметров отдельных элементов. В частности, практическое применение находят 

возможности изменения вязкоупругих свойств за счет начального поджатия в 

амортизаторах, включающих в свой состав цельнометаллические подушки [11, 12]. 

Практическое значение имеют и задачи синтеза свойств амортизаторов и демпферов, 

обеспечивающих выходные величины с заданными требованиями [13]. Ключевым 

фактором динамических особенностей в условиях вибрационных перемещений 

объектов являются частоты колебаний [14]. Наравне с элементами колебательной 

системы, свойства которых зависят от частоты, интерес могут представлять и 

элементы, свойства которых слабо зависят от частоты внешних возмущений [15]. 

Распространены методы коррекции динамических состояний посредством 

использования присоединенных масс [16,17]. Настройка форм траекторий движений 

точек рабочих органов вибрационных технологических машин может проводиться за 

счет выбора направления возмущающих сил [18], а коррекция жесткости 

многокорпусных конструкций вибрационных машин – регулированием натяга 

болтовых соединений [8].  

Особое значение приобретают проблемы оценки динамических состояний 

объектов железнодорожного транспорта. Распространение вибраций от 

железнодорожных поездов по городской инфраструктуре зависит от жесткости 

балластного верхнего строения пути [19-22]. Рост скоростей и масс перевозимых 

грузов способен приводить к выходу из строя амортизаторов в основной подвеске 

железнодорожных транспортных средств. При оценке динамического состояния 

подвески существенное значение имеет симметрия характеристик амортизаторов и 
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расположения точек измерения [9]. В условиях интенсивных нагружений возможны 

нарушение контакта скользящей головки пантографа с контактным проводом [10]. 

Вибрационные нагружения на элементы механической колебательной системы 

обеспечивают направленное движение вибротранспортных средств [23].  

Представленные примеры, связанные с задачами моделирования динамических 

взаимодействий технических объектов в области транспортных средств, 

виброизоляции и вибрационной защиты, вибрационных технологий обработки 

изделий, материалов и сырья, обладают определенной общностью, проявляющейся в 

том, что формирование динамических состояний системы в условиях вибрационных 

возмущений со стороны внешних источников кинематической или силовой природы 

определяется выбором объекта, структура и динамическое состояние которого 

представлены системой типовых элементов с учетом небольшого количества 

настроечных параметров.  

Основная особенность объекта, динамическое состояние которого оценивается 

и, который одновременно служит средством регулирования этого состояния системы 

в целом, заключается в том, что он обладает структурой, состоящей из типовых 

звеньев, и при этом является достаточно простым для настройки, то есть количество 

звеньев должно быть достаточным для выполнения необходимых функций в составе 

системы.  

В рамках рассмотренных особенностей динамических взаимодействий научно-

практический интерес представляют возможности управления динамическим 

состоянием колебательной системы посредством структурного образования, 
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представляющего собой достаточно простую механическую систему, которая может 

быть рассмотрена как отдельно от объекта, так и в условиях связи с системой или с 

подобными элементами [24, 25].  

Проблемы изменения динамических свойств в условиях вибрационных 

нагружений предопределяют развитие методов математического моделирования, 

оценки, формирования и коррекции динамических свойств, а также форм проявления 

вибрационных эффектов на всех стадиях жизненного цикла проектирования, 

создания и эксплуатации технических объектов [26-28]. 

Научной основой построения моделей вибрационных взаимодействий 

элементов технологических машин является теоретическая механика, теория 

колебаний, теория автоматического управления [1-4,24-25,29-31]. 

В настоящее время разработан широкий арсенал частных математических 

моделей, учитывающих отдельные факторы, определяющие характер вибрационных 

взаимодействий. В разработке математических моделей вибрационных процессов 

существенное место занимают энергетические подходы, основанные на 

использовании отношения Релея [32]. 

Широкое распространение получили методы структурного математического 

моделирования, основанные на электромеханических аналогиях, теории 

механических цепей, теории виброзащитных систем [27,31,33]. В рамках 

структурного подхода расчетным схемам в виде механических колебательных систем 

сопоставляются структурные схемы, эквивалентные в динамическом отношении 

системам автоматического управления [30, 34,35]. 



 

9 

 

Структурный подход для линейных систем с сосредоточенными параметрами, 

совершающих малые колебания, обеспечивает возможность качественного и 

количественного анализа широкого круга вибрационных эффектов и явлений на 

основе развития обобщенных представлений об установившихся формах 

динамического взаимодействий элементов механических колебательных систем с 

учетом дополнительных связей [34, 36, 37] 

Методологическая основа структурного подхода, определяющего 

эффективность моделирования динамических взаимодействий элементов 

механических колебательных систем, представляется следующими инструментами: 

базой типовых элементов, отображающих свойства звеньев механизмов технических 

объектов; совокупностью передаточных функций, описывающих физические 

характеристики реакций системы на внешние возмущения; множеством 

эквивалентных преобразований, позволяющих выражать свойства объектов, 

динамические состояния которых оцениваются [36-38]. 

Для анализа динамических состояний структурных образований в виде диад, 

представляющих собой автономные цепные системы масса-пружина-масса, 

разработаны методы частотных энергетических функций [39] и функции 

демпфирования [40], развивающие представления об отношении Релея в рамках 

структурного подхода [32].  

Вместе с тем, разрабатываемые теоретические основы изменения 

динамических состояний системы с помощью структурных образований не 

завершены и не обладают цельностью и единством представлений. В частности, не 
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сформированы представлении об обобщенном массоинерционном элементе, 

обладающим свойствами, которые могут быть использованы для образования 

механических колебательных систем и сравнения их динамических свойств между 

собой в условиях различных форм взаимодействий или внешних нагружений. 

Статья посвящена развитию представлений о формировании динамических 

состояний структурных образований в виде диад на основе обобщенных 

энергетических отношений, учитывающих рычажные и упругие связи в 

механических колебательных системах с сосредоточенными параметрами. 

 

I. Основные положения. Постановка задачи исследования 

Рассматривается диада - структурное образование в виде двух 

массоинерционных элементов, находящихся во взаимодействии друг с другом или с 

опорными поверхностями с учетом упругих и дополнительных связей, 

реализующихся с помощью устройств преобразования движений (рис.1) [41-43].  

(а) (б) 

  

(в) (г) 

1m

0k

1y
2y
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2m
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Рис.1. Расчетные схемы диад: а) базовая схема; б) с учетом упруго-инерционной 

связи; в) с учетом инерционно-упругой связи, образованной плоским рычажным 

механизмом; г) образованная разнородными парциальными системами; д) 

обладающая связью с опорной поверхностью; е) образованная упруго-

инерционными связями с учетом сил вязкого трения; ж) с учетом только упругих 

связей; з) с учетом только сил вязкого трения; где Q1, Q2 – внешние силовые 

возмущения; y1, y2 – обобщенные координаты 

 

Базовой расчетной схемой диады является механическая колебательная система 

из двух массоинерционных элементов m1 и m2, соединенных между собой пружиной 

k2, изолированная от опорных поверхностей (рис.1а). Диада под действием внешних 

силовых гармонических возмущений совершает малые вынужденные колебания 

относительно некоторой неподвижной или равномерно движущейся точки. 
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Базовая схема диады может быть изменена путем исключения и дополнения 

связей между массоинерционными элементами и опорными поверхностями, путем 

замены сосредоточенных масс на твердые тела, совершающие поступательные или 

вращательные колебания, а также путем введения устройства для преобразования 

движений, представляющего собой типовой элемент, физически реализуемый с 

помощью винтовой несамотормозящейся пары или рычажного механизма. 

Основой подхода в оценке динамических состояний диад служит 

детализированный учет установившихся форм малых вынужденных колебаний, 

вызванных воздействием силовых или кинематических возмущений. 

Задача заключается в разработке метода построения математических моделей 

для учета, оценки и формирования динамических состояний и эффектов, 

реализующихся в диадах, состоящих из двух массоинерционных элементов, связь 

между которыми определяется параметрами устройств преобразования движения, а 

также параметрами упругих, массоинерционных и демпфирующих элементов 

механической колебательной системы, находящейся в условиях вибрационного 

нагружения. 

 

II. Математические модели диады 

В рамках традиционного подхода детализированное представление о 

движениях элементов диады (рис.1а) может быть получено на основе решения 

системы дифференциальных уравнений Лагранжа 2-ого рода [39]: 

1 1 2 1 2 2 1

2 2 2 2 2 1 2

,

.

m y k y k y Q

m y k y k y Q

  


  
     (1) 
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С учетом условий в начальный момент времени: 









.)0(,)0(

,)0(,)0(

212202

111101

yyyy

yyyy




       (2) 

аналитическое решение системы дифференциальных уравнений (1) может быть 

найдено методами теории обыкновенных дифференциальных уравнений.  

Примером движений диады служат эффекты биений, являющиеся результатом 

сложения свободных и вынужденных колебаний с близкими частотами. Биения могут 

реализовываться относительно неподвижной точки, выполняющей роль узла 

колебаний, или относительно точки, равномерно движущейся по прямой. Как 

неподвижные, так и равномерно движущиеся по прямой точки диады могут быть 

рассмотрены как своеобразные характерные точки, играющие ключевую роль в 

анализе динамических состояний структурных образований (рис.2а,б). 

(а) (б) 

 

 

Рис.2. Движение диады во временной области. а) колебания относительно 

неподвижной точки; (б) колебания относительно равномерно движущейся точки 

 

Вместе с тем, для ряда задач оценки, формирования и коррекции динамических 

состояний технических объектов существенными характеристиками движений 

является исключительно амплитуды установившихся форм колебаний обобщенных 



 

14 

 

координат. Для определения амплитуд установившихся колебаний достаточно 

использовать структурный подход, основанный на преобразовании Лапласа системы 

дифференциальный уравнений в систему алгебраических уравнений с учетом 

нулевых начальных условий [34]. 

В таких задачах нет необходимости решать системы дифференциальных 

уравнений с различными начальными условиями, а достаточно использовать 

структурные подходы, использующие преобразование Лапласа для замены системы 

дифференциальных уравнений системой алгебраических уравнений в 

предположении о нулевых начальных условиях: 

 

 

2
1 2 1 2 2 1

2
2 1 2 2 2 2

,

,

m p k y k y Q

k y m p k y Q

   


   


     (3) 

где  jp – комплексная переменная 1j , значок <-> над переменной означает 

преобразование по Лапласу [44]. 

В рамках структурного подхода алгебраической системе уравнений в 

изображениях Лапласа сопоставляется структурная схема, отображающая входные и 

выходные сигналы, а также блоки, характеристики которых зависят от частот 

внешних возмущений (рис.3). Представления о динамических особенностях диад 

(рис.3, а) могут быть получены на основе передаточных функций структурных схем, 

а также на основе структурных схем с выделенным объектом, динамические 

состояния которого оцениваются (рис.3б, рис.3в) [45]. 
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Рис.3. Структурное образование в виде диады: а) принципиальная схема; б) 

структурная схема; в) структурная схема с исключенной координатой 2y  при 

02 Q ; г) – структурная схема с выделением объектом 1m , охваченным контуром 

обратной связи  

 

На основе структурных схем могут быть построены амплитудно-частотные 

характеристики передаточных функций системы (рис.4а, рис.4б) или передаточных 

функций межпарциальных связей (рис.4в), отображающих такие динамические 

особенности диады, как динамические податливости (рис.4а, рис.4б) [46] или 

рычажные отношения (рис.4в) [47]. 
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(а) (б) (в) 

 
  

Рис.4. Динамические характеристики диады: а) амплитудно-частотная 

характеристика передаточной фунуции диады без режима динамического гашения 

колебаний; б) амплитудно-частотная характеристика передаточной фунуции диады 

с учетом режима динамического гашения колебаний; в) амплитудно-частотная 

характеристика передаточной фунции межпарциальных связей диады  

 

Частоты, являющиеся корнями многочлена, находящегося в числителе 

амплитудно-частотной характеристики, отображают режимы динамического 

гашения колебаний координаты диады при условии, что частота входного сигнала 

отлична от собственной частоты. В автономном или изолированном от опорных 

поверхностей состоянии диада обладает одной ненулевой собственной частой. 

В случае присоединения диады к опорной поверхности динамические 

характеристики диады меняются. Отдельного внимания требуют условия, когда 

совокупности частот динамического гашения колебаний координат диады предельно 

сближаются с собственными частотами. Результатом предельного сближения частот 

динамического гашения колебаний с собственными частотами служат специфические 

динамические режимы, определяющие амплитудно-частотными характеристикам, 

которые являются результатом раскрытия неопределенностей. 
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III. Оценка динамических состояний диады 

Передаточные функции системы и передаточные функции межпарциальных 

связей могут быть использованы для установления особенностей динамических 

свойств диады, к примеру, характерных точек, удовлетворяющих системе условий. В 

качестве характерных точек диады могут служить неподвижные точки, или точки, 

которые двигаются равномерно и прямолинейно, а также точки, относительно 

которых суммы динамических реакций равны нулю. Координаты характерных точек 

могут зависеть и от частот внешних возмущений, и от параметров связей между 

массоинерционными элементами [48]. Условия формирования характерных точек 

зависят от дополнительных связей, отображающих особенности устройств для 

преобразования движений, например, в виде несамотормозящейся винтовой пары 

(см. рис.5). Устройство для преобразования движения является звеном двойного 

дифференцирования с передаточной функцией Lp2 и характеризуется 

массоинерционным коэффициентом L[36]. Увеличение массоинерционных 

коэффициентов устройств преобразования движения способствует смещению 

характерной точки в направлении средней координаты диады (рис.5а-б, рис.6а-б). 
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(а) (б) 

  

Рис.5. Положение характерных точек диады в зависимости от 

массоинерционного параметра L устройства преобразования движения 

(m1<m2): а) приведение семейства диад к фиксированному положению 

неподвижной характерной точки; б) приведение диады к фиксированному 

пространственному интервалу 

 

В свою очередь, характер зависимости положения характерной точки от 

параметра L определяется значением массоинерционных элементов m1 и m2 диады. 

Для оценки характера зависимости положения характерной точки от 

массоинерционного коэффициента L, может быть использовано понятие 

чувствительности, представляющее величину изменения положения характерной 

точки при изменении коэффициента L. Чувствительность важна при разработке 

способов и устройств, использующих коэффициент L в качестве настроечного 

параметра. 
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 (а) (б) 

  

Рис.6. Координаты массоинерционных элементов диады и положения 

характерной точки в зависимости от параметра L и момента времени t: a) 

семейство диад приведено к общему пространственному интервалу, б) 

семейство диад приведено к общей характерной точке 

 

Чувствительность параметров характерных точек диады с учетом параметра 

устройства преобразования движения L существенным образом зависит от 

асимметрии значений массоинерционных элементов диады (рис.7) [49]. 

Чувствительность положения характерной точки к коэффициенту L может быть 

рассчитана как производная положения характерной точки L, рассматриваемому в 

виде независимой переменной. 
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(а) (б) 

  

Рис. 7. Чувствительность положения характерной точки диады (l = 1 м.): а) 

график чувствительности в зависимости от масс диады при фиксированном 

параметре L=1 кг, б) график чувствительности на интервале m1 ∈[0..10], линия 

(1) m2=1 кг., линия (2) m2=6 кг.  

 

Представления о диаде, обладающей характерными точками, координаты 

которых зависят от частот внешних нагружений, могут быть отображены в рамках 

рычажных связей, которые зависят от частоты и структуры внешних возмущений. 

 

IV. Оценка динамических особенностей диады в рамках представлений о 

рычажных связях 

Для наглядного отображения динамических взаимодействий элементов диады 

с помощью рычажных связей могут быть рассмотрены эквивалентные в 

динамическом отношении системы, отношение амплитуд колебаний элементов 

которых на фиксированных частотах представляются явными рычагами с 

фиксированными точками опоры. 
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1. Рассматривается механическая колебательная система, образованная двумя 

массоинерционными элементами и совокупностью упругих связей (рис.8). 

Предполагается, что система совершает вынужденные движения в условиях связных 

синфазных гармонических возмущений z1 и z2 кинематической природы: 

2 1 1z z  ,       (4) 

где γ1 - коэффициент связности внешних кинематических возмущений. 
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Рис.8. Расчетная схема структурного образования  

 

Система дифференциальных уравнений движений структурного образования 

(рис.8) может быть построена в рамках формализма уравнений Лагранжа 2-ого рода 

на основе кинетической и потенциальной энергии:  

2 2
1 1 1 2 2

1 1

2 2
T m y m y  ,      (5) 
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С помощью интегральных преобразований Лапласа система 

дифференциальных уравнений движений с учетом нулевых начальных условий 

приводится к системе алгебраических уравнений относительно изображений: 

2
1 0 0 1 1

2
2 20 2 0

m p k k k y kz

y kzk m p k k

       
            

.     (7) 

С учетом условий  

2 1 1y y        (8) 

и 

1 1 1y z        (9) 

система алгебраических уравнений (4) будет иметь вид: 

2
1 0 0 1

2
1 1 10 2 0

m p k k k k

kk m p k k

       
               

.    (10) 

где α1 – коэффициент форм колебаний координат диады, β1 – коэффициент рычажных 

связей между амплитудами входных кинематическим возмущений и амплитудами 

колебаний координаты диады, p =ωj, j=√-1 – мнимая единица, ω – частота внешнего 

гармонического возмущения. 

Замена алгебраической системы (7) относительно изображений, на систему 

(10), относительно коэффициентов связности, представляет собой переход от анализа 

динамических состояний в терминах координат или амплитуд колебаний к анализу 

динамических состояний в терминах связей рычажного и упругого характера.  
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На основе коэффициента связности внешних кинематических возмущений γ1 

(4) могут быть определены коэффициент связности форм парциальных систем α1(8): 
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      (11) 

и коэффициент рычажной связи β1 между внешним возмущением и амплитуд 

колебаний парциальной системы: 

0
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.     (12) 

Коэффициент β1 может быть определен на основе выражения: 
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,    (13) 

где α1=α1(γ1) (11) рассматривается как функция коэффициента связности γ1, а 

знаменатель выражения (13) в виде скалярного произведения равен величине 
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которая представляет собой энергетическую характеристику системы, 

пропорциональную разнице между максимальной потенциальной и кинетической 

энергиями.  

Можно полагать, что динамическое состояние системы характеризуется 

совокупностью трех типов рычажных связей: отношением внешних возмущений, 



 

24 

 

отношением парциальных систем и отношением между внешним кинематическим 

возмущением и колебанием координаты парциальной системы. 

2. Наравне с механической колебательной системой (рис.8), совершающей 

вынужденные колебания в условиях кинематических возмущений, может быть 

рассмотрена диада, совершающая вынужденные колебания в условиях связных 

силовых возмущений: 

2 2 1Q Q  ,      (15) 

где γ2 – коэффициент связности внешних силовых возмущений. Для наглядного 

отображения рычажного характера связей между амплитудой колебаний обобщенных 

координат диада может быть представлена в виде виртуального рычага А2В2 с точной 

опоры O2 (рис.9). 
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Рис.9. Расчетная схема диады в виде виртуального рычага 
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Соответствующие кинетическая и потенциальная энергии имеют вид: 

2 2
2 1 01 2 02
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1
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2
k y y   .     (17) 

После интегральных преобразований Лапласа система дифференциальных 

уравнений с учетом начальных условий приводится к виду системы алгебраических 

уравнений относительно комплексной переменной p: 
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.     (18) 

После введения коэффициентов динамической податливости β2: 

01 2 1y Q       (19) 

и межпарциальных связей α2: 

02 2 01y y  .      (20) 

алгебраическая система (18) получит вид: 

2
1 0 0 2

2
2 2 20 2 0

1m k k

k m k

        
                

.     (21) 

Замена системы алгебраических уравнений в координатах диады на систему 

уравнений относительно коэффициентов связности означает переход к 

математическим моделям, отображающих учет рычажных и упругих связей.  

На основе известного коэффициента связности внешних силовых возмущений 

γ2 (15) может быть определен коэффициент связности форм α2: 
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     (22)  

и так же коэффициент динамической податливости β2: 
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.    (23) 

Вместе с тем, коэффициент динамической податливости β2 может быть 

представлен в виде  

2 2

2
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,    (24) 

где коэффициент α2=α2(γ2) рассматривается как зависимая функция (22), а 

знаменатель дроби (24) равен величине: 
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,    (25) 

которая представляет собой энергетическую характеристику, пропорциональную 

разнице потенциальной и кинетической энергий. 

Совокупность выражений (21)-(25) представляет собой переход к оценке 

динамических состояний диад на основе рычажных связей кинематической и силовой 

природы с помощью энергетических представлений (25). 
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V. Рычажные связи в формировании энергетических характеристик 

диады 

Для оценки специфики динамических состояний диады в рамках 

энергетических представлений используется отношение Релея [32], устанавливающее 

связь между собственными частотами системы и экстремальными значениями 

отношения потенциальной и кинетической энергий. В рамках структурного подхода 

аналогом отношения Релея является частотная энергетическая функция, которая 

может быть получена на основе приравнивания энергетических характеристик (14), 

(25) к нулю, представляющая собой выражение частоты ω2 в зависимости от 

коэффициента α2 связности парциальных систем, отображающего рычажную связь: 

2

221
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20
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2 )1(
)(






mm

k




 .      (26) 

Частотная энергетическая функция, объединяющая представления о 

собственных и парциальных частотах, достигаемых в экстремальных и критических 

значениях коэффициентов связности форм, рассматривается как обобщенная 

характеристика диады (рис.10).  
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Рис.10. Особенности частотной энергетической функции в системе координат 

21, yy : 1 – частотная энергетическая функция, 2 – асимптота частотной 

энергетической функции при  , равная парциальной частоте 01 , 3 - 

парциальная частота 02 , соответствующая нулевой форме, 4 – собственная 

частота диады, отличная от нулевой 

 

Учет особенностей сил трения, оказывающих воздействия на формы свободных 

колебаний диад, может быть реализован с помощью введения в рассмотрение 

специальных функций демпфирования, которые в своих экстремальных значениях 

передают представления о характере свободных колебаний или апериодических 

формах движения (рис.11) [40]. 
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 (а) (б) (в) 

 
  

Рис.11. Функции для анализа динамических особенностей структруных 

образований. а) частотная энергетическая функция; б) фукнция демпфирования; в) 

параметризущая функция 

 

Включение в диаду демпфирующего звена приводит к включению в частотную 

энергетическую функцию параметров трения и задания функции демпфирования.  

Многообразие частотных энергетических функций с учетом трения и функций 

демпфирования может быть охарактеризовано с помощью параметризующих 

функций (рис.11в), позволяющих определять все возможные для данной системы 

характерные варианты частотных энергетических функций (рис.11а) и функций 

демпфирования (рис.11б). Множество пар, образованных из частотной 

энергетической функции и функции демпфирования, может быть разбито на классы 

с одинаковыми топологическими особенностями их графиков (рис.12). 
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Рис. 12. Топологические особенности графических представлений частотных 

энергетических функций и функций демпфирования: (а)-(г) — существенные 

характеристики частотных энергетических функций; (д)-(з)— существенные 

характеристики функций демпфирования 

 

Совокупность частотных энергетических функций и функций демпфирования, 

зависящих от аргумента коэффициента форм, может рассматриваться как 

обобщенная функция динамических состояний, характеризуемых отношением 

амплитуд колебаний координат элементов диады. 

Разработанная система представлений может быть использована для создания 

способов и средств диагностики и регулирования характеристик вибрационных полей 

технологических объектов [50,51]. 

 

Заключение 

Внешние вибрационные нагружения на технические объекты обладают 

возможностями существенного изменения динамических свойств, в общем случае 

представляющих собой как полезные, так и вредные эффекты.  
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Рассматривается гипотеза о том, что динамические состояния технических 

объектов могут быть изменены с помощью структурных образований, обладающих 

совокупностью настроечных параметров.  

В рамках развития системного подхода к решению задач оценки, формирования 

и коррекции динамических состояний технических объектов в условиях 

вибрационных нагружений предложена концепция эталонного элемента, 

потенциально рассматриваемого как средство управления динамическими 

состояниями системы в виде диады – открытой механической цепи, включающей две 

массы и пружину. При этом структура диады расширена включением устройства 

преобразования движения и демпфирующего устройства   параллельно пружине, а ее   

движение проявляется в реализации поступательных и вращательных колебаниях 

парциальных систем. 

Динамические свойства парциальных систем определяются значениями массы, 

жесткости упругого элемента, массоинерционного коэффициента устройства для 

преобразования движения и коэффициента демпфирующего устройства, 

рассматриваемых в качестве настроечных параметров. 

Показано, что в качестве обобщенных динамических особенностей диады 

выступают характерные точки, в частности, представляющие собой приведенные 

центры масс, которые зависят от массоинерционных характеристик устройств для 

преобразования движения, частоты внешних возмущений силовой или 

кинематической природы, и характерные режимы колебаний, которые отображают 

безударные режимы движения, определяющие границы физической реализации 
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диады, которые могут быть оценены на основе передаточных функций системы и 

межпарциальных связей и коэффициентов связности.  

Установлено, что от задач оценки динамических состояний с помощью 

передаточных функций может быть совершен переход к анализу систем с помощью 

энергетических характеристик, учитывающих рычажные и упругие связи между 

парциальными системами и внешними возмущениями силовой и кинематической 

природы. Основной энергетической характеристикой является частотная 

энергетическая функции аргумента коэффициента форм колебаний системы, в 

экстремальных и критических значениях достигающая собственных и парциальных 

частот. Вспомогательной энергетической характеристикой, учитывающей силы 

вязкого трения, является функция демпфирования, обладающая аналогичными 

экстремальными свойствами, распространяющимися на коэффициенты затухания 

колебаний движений парциальных систем. 

Совокупность полученных результатов может быть использована  в качестве 

научно-методологической основы для разработки детализированного подхода в 

рамках методологии структурного математического моделирования к оценке, 

формированию и коррекции динамических состояний технических объектов, 

находящихся в условиях вибрационных нагружений, отличающегося учетом связей 

между энергетическими соотношениями и совокупностью рычажных и упругих 

характеристик структурного образования механической колебательной системы. 

Полученные теоретические зависимости могут быть использованы для 

разработки математических моделей для оценки, формирования и коррекции 
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динамических состояний технологических и транспортных машин и оборудования 

различного назначения, подверженных вибрационным воздействиям.  
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