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Аннотация 

Рассматривается задача об орбитальной устойчивости плоских колебаний 

намагниченного динамически симметричного спутника относительно центра масс 

под влиянием магнитного и приливного гравитационного моментов. 

Невозмущенное периодическое движение представляет собой плоские маятниковые 

колебания спутника, при которых его ось динамической симметрии лежит в 

плоскости круговой орбиты центра масс. 

Анализ орбитальной устойчивости выполнен в рамках линейного 

приближения. На основе численного интегрирования  линеаризованной системы в 

характерных сечениях трехмерного пространства параметров были построены 

области орбитальной неустойчивости и устойчивости в линейном приближении. В 

случае колебаний с малыми амплитудами применение метода малого параметра 

позволило получить выражения для границ указанных областей аналитически. 
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1. Постановка задачи. Гамильтониан задачи. 

Рассмотрим движение спутника относительно центра масс в центральном 

ньютоновском гравитационном поле. Спутник моделируется динамически 

симметричным твердым телом, линейные размеры которого малы по сравнению с 

размерами орбиты центра масс. Последнее предположение позволяет рассматривать 

задачу в ограниченной постановке, т.е считать, что движение спутника 

относительно центра масс не влияет на движение самого центра масс [1]. Далее 

предполагается, что орбита центра масс является круговой. 

Пусть      – орбитальная система координат. Ось    направим вдоль 

радиуса-вектора центра масс, ось    – вдоль вектора скорости центра масс, а ось    

– по нормали к плоскости орбиты. Оси связанной системы координат      

направим вдоль главных центральных осей инерции спутника так, что    является 

осью динамической симметрии спутника. Ориентацию связанной системы 

координат относительно орбитальной системы зададим при помощи углов Эйлера 

     . 

Силовая функция гравитационных сил, действующих на спутник имеет вид 

[1,2]  

    
 

 
  

                   (1) 



где   и   – экваториальный и полярный моменты инерции спутника, а    – угловая 

скорость орбитального движения центра масс. 

На намагниченное тело, помещенное в магнитное поле действует момент сил, 

определяемый формулой [3]  

       (2) 

Здесь    – момент магнитных сил,   – вектор магнитной напряженности 

магнитного поля Земли,   – вектор собственного магнитного момента спутника. 

Наличие магнитного момента на спутнике может быть вызвано множеством 

причин. В данной работе предполагается, что магнитный момент возникает из-за 

намагничивания материала оболочки спутника магнитным полем Земли. Для 

достаточно вытянутых тел возникающий при этом магнитный момент   можно 

считать направленным вдоль оси   . В этом случае он определяется следующим 

образом [1, 4, 5] 

  
    

  
           (3) 

где   – объем спутника,    – магнитная проницаемость оболочки спутника,   – орт 

оси     

В качестве модели геомагнитного поля Земли примем дипольную модель, в 

рамках которой вектор   магнитной напряженности с радиусом-вектором   имеет 

вид [6]  



  
  
  

               (4) 

Здесь       – радиус орбиты,    – единичный вектор оси магнитного диполя 

Земли,    – постоянная земного магнетизма. 

Будем считать, что ось магнитного диполя Земли совпадает с осью ее 

вращения (прямой диполь), а орбита спутника лежит в плоскости экватора. В этом 

случае вектор   во всех точках орбиты перпендикулярен к ее плоскости, а моменты 

сил, возникающих из-за взаимодействия оболочки спутника с магнитным полем 

Земли, задаются следующей силовой функцией  

   
 

 
        

(5) 

где  

  
         

   

    
 

(6) 

Кинетическая энергия движения спутника относительно центра масс имеет 

вид  

  
 

 
         

 

 
     (7) 

а проекции абсолютной угловой скорости на оси связанной системы координат 

задаются формулами  



                         

                         

                

 (8) 

При сделанных предположениях уравнения движения намагниченного 

спутника относительно центра масс можно записать в канонической форме с 

функцией Гамильтона          . Принимая за независимую переменную 

истинную аномалию       и вводя безразмерные импульсы         , 

нормированные множителем    , для функции Гамильтона имеем следующее 

выражение 

  
 

      
  
  

 

 
        

 

 
   

  
 

 
  
  

    

     
        

 
 

 
                

 

 
       

 (9) 

где              . 

Угол   является циклической координатой, поэтому соответствующий 

импульс является первым интегралом движения         . Плоские периодические 

движения возможны только при     . Далее предполагается, что возмущения 

также удовлетворяют последнему равенству. Поэтому полагая      в (9) имеем 

следующее выражение для гамильтониана задачи  

  
 

      
           

 

 
  
  

 

 
                  

 

 
        (10) 



В (10) импульс   , соответствующий абсолютному движению, заменен на 

импульс     , соответствующий относительному движению в орбитальной 

системе координат. 

Произведем каноническую замену переменных  

  
  
 
 
 

 
                           

  
 

 
             

 (11) 

и введем новую независимую переменную     . 

В новых переменных гамильтониан примет вид  

  
 

 
                  

            
  

           
 

    
            

        
   

    
    

(12) 

где 

  
 

       
     

           

    
      (13) 

Заметим что, пара значений         инвариантна относительно замены 

относительно замены                     , поэтому исследование 

орбитальной устойчивости в случае     можно свести к случаю    . Далее, 

исключая из рассмотрения случай сферически симметричного спутника (   ), без 

ограничения общности будем считать, что      . 



Система уравнений с функцией Гамильтона (12) допускает частное решение, 

при котором        , а эволюция переменных описывается канонической 

системой с гамильтонианом  

     
 

 
   

  
 

    
       (14) 

Данное частное решение описывает плоские движения спутника, при которых 

его ось динамической симметрии лежит в плоскости орбиты. В зависимости от 

значения константы   интеграла энергии        в плоском движении спутник 

либо асимптотически               приближается к неустойчивому положению 

относительного равновесия, в котором его ось динамической симметрии направлена 

по касательной к орбите, либо совершает периодические движения: колебания 

                в окрестности устойчивого положения равновесия, при котором 

ось динамической симметрии направлена по радиусу-вектору центра масс, или 

вращения (           ) относительно нормали к плоскости орбиты. 

Плоские колебания и вращения являются неустойчивыми по отношению к 

возмущениям координат и скоростей, т.к. их периоды зависят от начальных 

условий. Поэтому представляет интерес рассмотреть задачу об орбитальной 

устойчивости, т.е. исследовать устойчивость плоских периодических колебаний по 

отношению к возмущениям, выводящим ось динамической симметрии из плоскости 

орбиты (пространственные возмущения) и возмущениям частоты колебаний. 

Для ненамагниченного спутника, моделируемого динамически симметричным 

твердым телом, данная задача была рассмотрена А.П. Маркеевым в [2]. В указанной 



работе им была разработана методика исследования орбитальной устойчивости 

плоских периодических движений и рассмотрен случай сплюснутого спутника, 

когда ось динамической симметрии меньше экваториальной оси. Результаты, 

полученные в указанной работе, были позже уточнены и дополнены в [7, 8]. 

Целью данной статьи является исследование орбитальной устойчивости 

плоских периодических колебаний спутника. Анализ устойчивости будем проводить 

в рамках линейного приближения. 

 

2.  Гамильтониан возмущенного движения. Изоэнергетическая редукция. 

Введем переменные    , которые на невозмущенном движении являются 

переменными действие-угол. В случае колебаний каноническая унивалентная 

замена переменных           имеет вид [9] 

                             
   

 
                     (15) 

где        – функция, обратная к функции  

                         (16) 

В невозмущенном движении  

                              (17) 

где               – частота периодического движения. При этом       

         (где     – амплитуда плоских колебаний;      ). Совместно с (17) 



формулы (15) определяют явную зависимость переменных       от   на 

невозмущенном движении. 

Введем возмущение переменной действие         и разложим 

гамильтониан возмущенного движения               в ряд по         :  

                   (18) 

где     – форма степени    относительно           
    с   -периодическими 

коэффициентами относительно  . Несущественная аддитивная постоянная в (18) 

опущена.  

Задача об орбитальной устойчивости плоских колебаний эквивалентна задаче 

об устойчивости канонической системы с гамильтонианом (18) по отношению к 

переменным         . 

Исследование устойчивости будем проводить в линейном приближении. С 

этой целью рассмотрим каноническую систему с гамильтонианом   , который имеет 

следующий явный вид  
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  (20) 

В (19) и (20) величины    и    отвечают невозмущенному движению и 

определяются по формулам (14). 



Гамильтониан (19) зависит от трех параметров: инерционного параметра  , 

парметра   , характеризующего влияние магнитного поля Земли, и величины   , 

которая является параметром семейства траекторий невозмущенного движения. Для 

дальнейшего анализа, однако, будет удобнее вместо    использовать   – удвоенную 

амплитуду плоского невозмущенного движения, а вместо параметра α параметр  . 

Заметим, что  в линейном приближении  угловая переменная изменяется также 

как и на невозмущенном движении, т.е.          . Выбирая теперь   в 

качестве новой независимой переменной приходим к следующей канонической  

системе   

   
  

 
  

   
     

   
  

  
  

   
 (21) 

с гамильтонианом 

  
 

 
  
   

           (22) 

описывающей изменение переменных      .  

Линейная задача об орбитальной устойчивости эквивалентна задаче об 

устойчивости положения равновесия         линейной неавтономной   -

периодической системы (21). 

 

3.  Анализ устойчивости в случае малых колебаний 



В случае колебаний с малыми амплитудами можно ввести малый параметр – 

удвоенную амплитуду колебаний  . Это позволяет выполнить исследование 

орбитальной устойчивости в линейном приближении аналитически. Используя 

известные разложения [10] эллиптических функций и интегралов в степенные ряды 

по их модулю, а также используя явные формулы (20) для коэффициентов     форм 

(19), имеем следующие выражения для членов второй степени разложения 

гамильтониана K системы (22) в ряд в окрестности положения равновесия q2=p2=0 

                        
  

 

 
         

       
      (23) 

Далее будем считать, что    . Выполним замену переменных по формулам 
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  (24) 

приводящую гамильтониан (23) к виду 

     
              

  
 

 
       

                             (25) 

При     с помощью близкого к тождественному, аналитического по Ψ 

линейного по   ,   , и 2π–периодического по w канонического преобразования   ,   → 

P, Q можно исключить зависимость    от w. В новых переменных P, Q гамильтониан 

примет вид 

   
 

 
                     (26) 

Это каноническое преобразование можно получить явно в виде сходящихся по 

степеням малого параметра Ψ рядов. Коэффициенты при любой конечной степени k 



в этих рядах можно определить, например, методом Биркгофа [11,12] или методом 

Депри–Хори [13]. 

Среди характеристических показателей         системы с гамильтонианом 

(26) есть с положительной вещественной частью, что позволяет сделать вывод об 

орбитальной неустойчивости колебаний с достаточно малыми амплитудами в 

области    . Эта область выделена штриховкой на рис.1.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

При     и     система с гамильтонианом (25) является автономной и 

описывает гармонические колебания с частотой   . Если выполнено неравенство 

       (n-натуральное число), то при малых амплитудах колебаний (       

Рис. 1:Порождающие кривые для областей параметрического резонанса 



имеет место орбитальная устойчивость колебаний спутника в линейном 

приближении [14].  

Если же выполнено равенство         то при сколь угодно малых Ψ в 

системе с гамильтонианом (25) возможно явление параметрического резонанса, 

приводящее к орбитальной неустойчивости исследуемых колебаний. На рис. 1 в 

плоскости параметров ( ,  ) при     изображены кривые     на которых 

выполняется равенства        (n=1,2...). Из данных кривых при     рождаются 

области параметрического резонанса. Обозначим через   
 границы области 

параметрического резонанса, рождающейся из кривой   . В пространстве 

параметров ( , , ) границы   
 представляют собой двумерные поверхности, 

уравнения которых при малых амплитудах колебаний могут быть получены 

аналитически в виде сходящихся рядов по степеням  . На основании методики, 

описанной в [10] были получены уравнения следующих границ областей 

параметрического резонанса:  
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граница   
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(29) 

границы   
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граница   
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границы   
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граница   
  

  
 

    
 
         

        
 
 

   
                       

            
 
 

    

 
                                              

                 
 
 

   

        

(34) 

граница   
  

  
 

    
 
         

        
 
 

   
                       

            
 
 

    

 
                                              

                 
 
 

   

        

(35) 

 



4. Линейный анализ устойчивости при произвольных значениях 

амплитуды колебаний 

При произвольных значений амплитуды колебаний исследование орбитальной 

устойчивости в линейном приближении будем проводить на основе численного 

решения канонической системы линейных уравнений с гамильтонианом    

имеющей следующий явный вид 

   
  

 
      

 
         

   
  

  
      

 
 (36) 

Выводы об устойчивости системы (36) можно сделать на основании анализа 

корней ее характеристического уравнения  

                                      (37) 

Величины                 – диагональные элементы матрицы монодромии 

системы (36). 

Если      , то характеристическое уравнение имеет корень, модуль которого 

больше единицы. В этом случае линейная система (37) неустойчива [14]. Отсюда, на 

основании теоремы Ляпунова об устойчивости по первому приближению, следует 

неустойчивость исходной нелинейной системы, а следовательно, и орбитальная 

неустойчивость соответствующих плоских колебаний. Если же      , то модули 

корней характеристического уравнения равны единице, поэтому линейная система 

(36) устойчива [14]. Из последнего, однако, не следует устойчивость 

соответствующей нелинейной системы. 



При       характеристическое уравнение (37) имеет кратный корень     

или     . В этом случае анализа устойчивости линейной системы (36) также 

недостаточно для получения строгих выводов об орбитальной устойчивости 

плоских движений твердого тела. При       вопрос об орбитальной устойчивости 

плоских периодических движений решается членами не ниже четвертого порядка в 

гамильтониане (22). 

Линейный анализ устойчивости проводился при помощи численного 

интегрирования системы  

    
  

 
       

 
    
  

  
       

 
    
  

 
       

 
    
  

  
       

 
   
  

 
  
 

   
  

  
 

     
       

 (38) 

со следующими начальными условиями                                  , 

где     – символ Кронекера. Допустимые значения параметров представляют собой 

трехмерную область                             . На рисунках 2, 3 и 4 

приведены. диаграммы устойчивости, полученные на основании численного 

интегрирования системы при           и       соответственно. 



Рис. 2: Диаграмма устойчивости в случае ξ=0 



Рис. 3: Диаграмма устойчивости в случае ξ=0,7 



 

Рис. 4:Диаграмма устойчивости в случае ξ=1,2 

Штриховкой показаны области орбитальной неустойчивости, в незаштрихованных 

областях периодические движения устойчивы в линейном приближении. Отметим, 

что рис. 2–3 из счётного количества областей неустойчивости (параметрического 

резонанса) изображено лишь конечное число.  

Результаты проведённого численного анализа хорошо согласутся с 

аналитическим исследованием, выполненном в параграфе 3. В частности, уравнения 

границ   
  и   

  (27–35) облатей неустойчивости (параметрического резонанса) при 

малых   хорошо аппроксимируют соответствующие гранцы, полученные численно. 



Отметим, что в отсутствии магнитного момента (      диаграмма 

орбитальной устойчивости была получена в плоскости параметров (α,  /2) ранее в 

работе [8]. Она полностью согласуется с полученной в данной работе диаграммой 

устойчивости, представленной на рис. 2 для    . 

При возрастании параметра ξ на интервале [0,1) происходит «расширение» и 

«деформация» областей неустойчивости, но при этом характерный вид диаграммы 

устойчивости не изменяется (ср. рис. 2 и рис. 3). При переходе параметра   через 

значение     на диаграмме устойчивости происходит качественное изменение: 

вместо счётного числа областей орбитальной неустойчивости вблизи положения 

равновесия наблюдается появляются две области неустойчивости, разделенные 

узкой областью устойчивости в линейном приближении. 

Данная работа была выполнена при финансовой поддержке Российского фонда 

фундаментальных исследований (грант № 14.01.00380) и программы 

"Государственная поддержка ведущих научных школ" (НШ– 2363.2014.1). 
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