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Аннотация. В работе приводится математическая постановка граничных условий 

на горящей поверхности в методе Годунова. Скорость оттока продуктов сгорания 

определяется исходя из давления, которое реализуется на границе топливо/газ и 

находится в результате точного решения задачи Римана. Приведено три алгоритма 

решения, удовлетворяющие уравнениям состояния Дюпре и ван дер Ваальса. 

Приведены результаты решения модельной задачи о движении инертного тела, к 

торцу которого прикреплен горящий элемент. Первичные оценки, сделанные на 

временном интервале 8 мс, показали, что существует небольшое расхождение в 

скорости движения тела, которое имеет тенденцию к увеличению в случае более 

длительного временного интервала. 
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Abstract. The work is devoted to the formulation of boundary conditions on the surface of 

a burning material when solving a problem using the Godunov method. The purpose of the 

work is to obtain the basic mathematical relationships that allow estimating the parameters 

on the combustion surface taking into account gas-dynamic processes in the flow. Most 

often, for determining the combustion rate of a material, the pressure in the boundary cell 

of the mesh is used. This is done in order to reduce the numerical complexity of the 

applied numerical algorithms. In the proposed approach, the numerical solution is based 

on the exact solution of the Riemann problem. When setting the boundary conditions, this 

problem is implemented in the opposite direction. Partially knowing the parameters on the 

contact discontinuity, the values in the fictitious cell of the mesh are restored and the 

missing values on the decay are determined. In this case, the equations of state of real 

gases are used. They more accurately describe the physicochemical properties of media at 

high pressures compared to the equation of state of a perfect gas, but lead to a 
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complication of the mathematical model of the problem. As a result of the conducted 

research, the basic mathematical equations were obtained, which allow solving the 

problem of setting boundary conditions using two equations of state – Dupre-Abel and van 

der Waals. Algorithms for finding all the parameters in the Riemann problem are 

presented step by step. The described approach was used to solve a model problem of the 

motion of an inert body, to the end of which a burning element is attached. The problem 

was solved in a one-dimensional statement on a moving calculation mesh. The combustion 

rate obtained within the framework of the proposed approach is lower than the combustion 

rate obtained using a simplified boundary condition by 2.5%. This difference tends to 

increase in the case of a longer time interval. The obtained relations can be used in the 

numerical solution of practical problems with burning surfaces and make the use of 

equations of state of real gases more accessible for solving such problems.  

Keywords: boundary conditions, burning surface, Godunov method, Riemann problem, 

Dupre’s equation of state, van-der-Waals’s equation of state 
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Введение 

Численное моделирование процессов горения твердых веществ используется 

для решения многих практических задач. В ракетно-космической технике это 

прежде всего горение твердого топлива в камере двигателя, определяющее 

расходные и тяговые характеристики двигателя [1-3]. Например, в задачах 

внутренней баллистики горение пороха, рассматривается при моделировании 

выстрела и динамики движения снаряда [4,5]. Изучение процессов горения твердых 
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материалов актуально в области пожарной безопасности, проводится 

моделирование процессов воспламенения, распространения пламени, тушения, 

формирования состава продуктов сгорания и их распространения [6-9]. 

Математическое моделирование обеспечивает безопасный способ изучения этих 

сложных по физико-химическому и газодинамическому содержанию процессов, и 

позволяет определяя нестационарные пространственные распределения основных 

газодинамических параметров потоков.  

Вместе с тем качество определяющих уравнений напрямую влияет на 

результаты моделирования. Применение современных подходов, основанных на 

сложных математических моделях, позволят повысить точность исследований 

процессов горения. Поскольку газообразные продукты сгорания по своим физико-

химическим свойствам являются реальными газами, то их движение 

рассматривается с привлечением уравнений состояния (УС) специального вида [10-

12]. Чаще всего отток газа с горящей поверхности моделируется с использованием 

уравнения Дюпре-Абеля [13], которое не учитывает силы взаимодействия молекул 

на расстоянии, но принимает во внимание объем самих молекул. Однако это 

уравнение является лишь частным случаем уравнения состояния ван дер Ваальса, 

которое учитывает оба этих фактора. Данные УС используются также при анализе 

пневмосистем [14,15] и на ряду с уравнениями Редлиха-Квонга и Дитеричи, как 

показано в работе [16], являются наиболее перспективными для построения 

математических моделей рабочих процессов. Кроме этого, данная группа уравнений 

состояния может быть расширена для повышения точности моделирования, 

например, уравнением Соаве-Редлиха-Квонга [17]. Эти уравнения применимы для 

процессов, характеризуемых высокими давлениями газа. Уточнение в УС может 

существенно повлиять на результаты математического моделирования и в случае 

моделирования процессов горения твердых веществ. 

Исследование механизмов горения связано напрямую с газодинамическими 

процессами, определяемыми уравнениями сохранения, записанными в 

дифференциальной форме. Численные методы решения этих уравнений 

предполагают формулировку условий однозначности решения в виде граничных 
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условий (ГУ), в том числе на горящей поверхности материала. При этом требуется 

определение двух видов ГУ: физического и вычислительного. В качестве 

физических условий может использоваться, например, скорость оттока или расход 

продуктов сгорания с поверхности, теплота сгорания, полная энтальпия или 

энтропия [18,19]. Для моделирования нестационарных процессов граничные 

условия на поверхности газоприхода должны быть основаны, в том числе, и на 

информации о распределении параметров газового потока в каждый момент 

времени. 

Численная реализация ГУ определяется расчетной схемой, используемой для 

интегрирования законов сохранения. В случае использования метода Годунова 

[20,21] задача определения динамически изменяющихся параметров газа на границе 

горящей поверхности не является тривиальной и зависит во многом от уравнения 

состояния, используемого для описания газодинамических процессов. Данная 

работа посвящена вопросам постановке граничных условий на горящей поверхности 

в методе Годунова с использованием УС Дюпре и ван дер Ваальса. Проводится 

сравнение двух подходов к построению решения. Первый подход заключается в 

использовании метода локальной аппроксимации для приведения уравнения 

состояния к виду двучленного УС [20]. Данный подход использован для обоих 

рассматриваемых УС. Второй подход основан на использовании исходного 

уравнения для УС ван дер Ваальса. 

 

Постановка задачи 

Рассматривается задача постановки ГУ на горящей поверхности в методе 

Годунова. Согласно данному методу при определении параметров на границе двух 

внутренних ячеек сетки решается задача Римана о распаде разрыва. На границах 

используется метод фиктивных ячеек, значения газодинамических величин в 

которых определяются исходя из вида границы с целью получения определенных 

величин на распаде. Метода фиктивных ячеек позволяет реализовать непрерывное 

численное решение задачи, не выделяя при этом приграничные сеточные объемы. 
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Схема к задаче постановки ГУ приведена на рисунке 1. Положение горящей 

поверхности АВ соответствует границе между расчетной ячейкой (на рисунке 1 

слева) и фиктивной ячейкой (на рисунке 1 справа). Основными исходными данными 

для задачи являются u  - скорость, p  - давление,   - плотность, e  - внутренняя 

энергия. Нижний индекс «1» у величин относится к параметрам слева от границы 

АВ, а индекс «2» к параметрам справа в фиктивной ячейке расчетной сетки (рисунок 

1). На границе из решения задачи Римана находятся параметры U , P , 1R , 2R , 1E , 

2E , определяющие скорость, давление, два значения плотности и энергии на 

контактном разрыве. Для непроницаемых поверхностей при использовании метода 

Годунова обычно задают условие равенства давлений и плотностей, для скоростей 

равенство по модулю с противоположными знаками. Для поверхности с заданной 

скоростью инертного вдува 0u  для скоростей ГУ имеет вид 2 1 02u u u   . 

Для горящей поверхности параметры на границе определяются значениями 

параметров газа слева, скоростью горения величиной теплоты сгорания, 

определяющей количество выделившейся теплоты при полном сгорании единицы 

массы вещества.  

 

Рисунок 1. Схема к задаче определения граничных условий на горящей 

поверхности в методе Годунова 

 

Линейная скорость горения поверхности зависит от давления газа по формуле

kv v p , где kv  - константа скорости горения. В этом случае скорость оттока 

газообразных продуктов сгорания соответствует скорости на контактном разрыве в 

задаче Римана и определяется по формуле 
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  ,       (1) 

где k  - плотность горящего вещества, k kv  . 

Исходя из физической постановки граничных условий, теплота сгорания 

вещества определяет энергию справа от контактного разрыва (рис. 1): 

2Q E .      (2) 

Самым простым способом связать параметры горения топлива с 

газодинамическими процессами, использовать значение давления в приграничной 

ячейке при расчете скорости горения. Для более точной постановки ГУ необходимо 

использовать значение давления на границе, которое соответствует давлению на 

контактном разрыве в задаче Римана. Однако, для этого необходимо знать значения 

параметров фиктивной ячейке (на рисунке 2 справа), относительно которых 

решается задача о распаде разрыва. Они определяются либо условиями Рэнкина-

Гюгонио для ударной волны, либо изэнтропичностью процесса и условием 

постоянства инвариантов Римана для волны разрежения.  

Для ударной волны изменение скорости, плотности и энергии находится по 

формулам Рэнкина-Гюгонио 
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где  u U u  ,  p P p  ,  e E e  ,  1/ 1/ 1/R   , m  - массовая скорость. 

Для волны разрежения эти формулы запишутся следующим образом  
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где 
dp

c
d

  - скорость звука, а ( )s  - энтропийная функция,   - показатель 

адиабаты, соответствующий в общем случае двучленному уравнению состояния 

[20]. 

Так как, на контактном разрыве давление непрерывно, то можно записать 

равенство  
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2 1p p p         (5) 

С учетом уравнения (5) возможны только две конфигурации распада разрыва: 

либо две ударные волны, либо две волны разрежения справа и слева от контактного 

разрыва. Если выполняется условие p P  - реализуются две ударные волны, а если 

p P  - волны разрежения. 

Решение задачи связано с необходимостью нахождения в общем случае 

восьми неизвестных величин задачи Римана - 1 2 1 2 2 2, , , , , , ,P U R R E u e , которые 

определяются уравнением состояния газа.  

 

Уравнение состояния Дюпре, локальная аппроксимация 

Уравнение состояния Дюпре имеет вид 
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где b  - коволюм, k  - показатель адиабаты продуктов сгорания.  

Уравнение (6) с использованием локальной аппроксимации на распаде 

разрыва преобразуется к виду 
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где параметр перехода для уравнения Дюпре определяются выражениями 
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Теплота сгорания справа от разрыва находится в соответствии уравнением (2) 

и УС (7) по формуле 
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Тогда из соотношений (1) и (2) можно явно выразить скорость контактного 

разрыва в виде 

 1U Q    .     (9) 
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Рассмотрим нахождение неизвестных величин задачи Римана для случая 

формирования двух ударных волн. 

Соотношения (3) с учетом равенства 
1

1

0
P p

U u
m


  

 

позволяют получить 

квадратное уравнение относительно давления на контактном разрыве  
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Коэффициенты уравнения (10) определяются следующим образом 
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Решая уравнение (10) наряду с уравнением (3), можно получить выражение 

для контактных значений давления, плотности и энергии слева от разрыва в виде 
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Из уравнений (3) для правой ударной волны можно выразить плотность и 

энергию в виде 
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а также найти скорость, плотность справа от контактного разрыва 
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Таким образом, соотношения (5), (8), (9), (11), (13) позволяют вычислить все 8 

неизвестных величин задачи Римана в случае формирования двух ударных волн. 

Рассмотрим нахождение неизвестных величин задачи Римана для случая 

формирования двух волн разрежения. Для этого перепишем уравнения (4) для 

левой волны разрежения в виде 
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Выражения (16) легко разрешаются относительно давления, плотности и 

внутренней энергии через известные значения слева от горящей поверхности: 
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Уравнения (4) записанные для правой волны разрежения позволяют найти 

неизвестные значения 2 , 2e  и 2u  по формулам: 
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где *

2
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R
  скорость звука справа от контактного разрыва. 

Внутренняя энергия за правой волной разрежения определяется по уравнению 

теплоты сгорания, тогда 2R  можно найти из любого из соотношений 
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   (19) 

Таким образом, уравнения (5), (10), (16), (19) позволяют вычислить все 

неизвестные величины задачи Римана в случае формирования двух волн разрежения 

или ударных волн согласно алгоритмам, представленным в таблице 1. Алгоритмы 

легко реализуемы, так как содержат только алгебраические соотношения и не 

требуют привлечения итерационных методов нахождения решения. 

Таблица 1 

Этапы решения для локальной аппроксимации УС Дюпре 

№ 
Две ударные волны Две волны разрежения 

Определяемые Формула Определяемые Формула 
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величины величины 

1. U   (9) U  (9) 

2. 
11,, ERP  (11) 

11,, ERP  (17) 

3. 
22 ,e  (12) 

222 ,, ue  (18) 

4. 
22 ,Ru  (13) 

2R  (19) 

 

Уравнение состояния ван дер Ваальса, локальная аппроксимация 

Приведенные выше соотношения частично могут быть применены для 

постановки граничных условий на горящей поверхности в методе Годунова и в 

случае применения УС ван дер Ваальса: 

  



 a

b
ape 




12
,    (20) 

где ba, , размерные параметры, характеризующие исследуемое вещество, vcR / , 

безразмерный параметр, определяемый удельной газовой постоянной R  и 

теплоемкостью при постоянном объеме vc . Уравнение (20) с использованием 

локальной аппроксимации на распаде разрыва преобразуется к виду  

  11

2

00











 cpp
e  

c параметрами перехода в виде 






b

b





1

1
, 






b

1

1 , 
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1

12 22
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1

312 2
2

0 .     (21) 

Рассмотрим нахождение неизвестных величин задачи Римана для случая 

формирования двух ударных волн. 

Теплота сгорания справа от разрыва находится в соответствии уравнением (2) 

и уравнением состояния (7) по формуле 



12 
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2

0

2

0
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R

pP
QE . 

В этом случае не удается явно выразить скорость движения контактного 

разрыва: 

   
2

02

02 1
R

p
cQRU


      (22) 

Однозначная зависимость существует между величинами PR ,2 : 

    02

2

022 1 pRcQRRP   .   (23) 

Слева можно получить следующие зависимости: 

    
11

11
111

R

R
pRPuRU
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2
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1

1
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1

1
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1
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   (25) 

Приравнивая правые части уравнений (22),(24) и (23),(25), получаем систему 

из двух нелинейных уравнений, решение которой приводит к нахождению величин 

21,RR , которые, в свою очередь, однозначно определяют PU , .  

Значение плотности газа можно найти из соотношения 

     
     00

00

11

11

pppP

pppP
R









 ,   (26) 

а скорость из соотношений (3) 

 
22

22
2

R

R
pPUu



 
 .    (27) 

 

Рассмотрим нахождение неизвестных величин случая формирования двух 

волн разрежения. Уравнения (4) для двучленного уравнения состояния 

перепишутся следующим образом 


 0)(

pp
s


 , 


 0pp

c


 ,     (28) 
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Как и для ударных волн, невозможно в данном случае однозначно определить 

скорость движения газа на контактном разрыве. Систему уравнений можно 

составить из соотношений для давления из условия постоянства энтропии слева и 

уравнения состояния за волной разрежения справа: 

    0

2

022

1

1
0 1 pcRQR
R

ppP 












    (29) 

и из уравнений для скорости слева в волне разрежения и скорости оттока газов с 

поверхности топлива: 
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01
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1

1

01
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pp
uU 




























 

 (30) 

Решая систему уравнений (29), (30) получаем значения 21,RR , которые в свою 

очередь однозначно определяют PU , . Значение плотности справа легко находится 

из энтропийного равенства  

 2

02

2

0 pp

R

pP 



.     (31) 

Энергия находится из уравнения состояния: 
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e .   (32) 

Уравнения (4) записанные для правой волны разрежения позволяют найти 

скорость газа: 

 2*

22
1

2
ccUu 





.    (33) 

где 
2

02
2




pp
c


  и 

2

0
2

R

pP
c


  . 

Алгоритмы получения решения приведены в таблице 2. В этом случае первый 

этап требует решения системы нелинейных уравнений, который должен 

выполняться численно с привлечением, например, метода Ньютона. Это осложняет 

алгоритм постановки ГУ и дополнительно требует оценки начального приближения 

для численного метода.  
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Таблица 2 

Этапы решения для локальной аппроксимации УС ван дер Ваальса 

№ 

Две ударные волны Две волны разрежения 

Определяемые 

величины 
Формулы 

Определяемые 

величины 
Формулы 

1. 21,RR  (22)-(25) 21,RR  (29)-(30) 

2. U  (22) U  (30) 

3. P  (23) P  (29) 

4. 2  (26) 2  (31) 

5. 21,eE  (20) 21,eE  (32) 

6. 2u  (27) 2u  (33) 

 

 

Уравнение состояния ван дер Ваальса 

В случае использования исходного уравнения состояния ван дер Ваальса 

основные уравнения на ударных волнах записываются следующим образом 
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11

2
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R
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2 .     (36) 

Из уравнения (34) можно явно выразить давление P  через плотность 

используя уравнение состояния (20) 
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,   (37) 

а из уравнений (35) и (36) получить выражение для скорости на ударной волне 
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Для изэнтропического течения справедливы соотношения: 
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при этом скорость звука определяется как 
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 . 

Процедура построения решения во многом схожа с предыдущим алгоритмом 

и начинается с решения системы из двух нелинейных уравнений относительно 

скорости и давления на контактном разрыве. При двух ударных волнах система 

имеет вид: 
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При двух волнах разрежения 
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Последовательность нахождения неизвестных величин приведена в таблице 3. 

В данном случае также на первом этапе необходимо решить систему нелинейных 

уравнений. В случае волн разрежения для нахождения 2  также необходимо 

разрешить нелинейное уравнение третьего порядка. 

Таблица 3 

Этапы решения для УС ван дер Ваальса 

№ Две ударные волны Две волны разрежения 

Определяемые 

величины 

Формулы  Определяемые 

величины  

Формулы 

1. 
21,RR  (41), (42) 

21,RR  (43), (44) 

2. U  (38), для 1R  и 1  U  (40), для 1R  и 1  

3. P  (37), для 1R  и 1  P  (39), для 1R  и 1  

4. 
2  (26) 

2  (39) 

5. 
21,eE  (34) 

21,eE  (20) 

6. 
2u  (38) 

2u  (40), для 2R  и 2  

 

Таким образом, математическая постановка ГУ на поверхности горения по УС 

Дюпре является более простой по сравнению с УС ван дер Ваальса. В этом случае 

нахождение неизвестных величин происходит явным образом без использования 

итерационных методов поиска решения. Для уравнения состояния ван дер Ваальса 

требуется применение данных методов для решения системы нелинейных 

алгебраических уравнений, что усложняет численный алгоритм решения задачи.  

 

Решение модельной задачи 

Для оценки влияния способа задания величины давления в формуле для 

скорости оттока продуктов сгорания с горящей поверхности была решена модельная 

задача о движении инертного тела, к торцу которого прикреплен горящий элемент 

(рис. 2). Массы заряда и тела равны 1 5m  кг и 2 1m  кг. Давление в камере слева от 
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заряда в начальный момент времени составляет 0 50p  атм, температура 0 2000Т  К. 

Физические свойства продуктов сгорания: 1.35k  , 300R  Дж/(кг К). Задача 

решается в одномерной постановке с использованием динамической сетки. Тело и 

заряд имеют цилиндрическую форму с диаметром 50мм.  

 

Рисунок 2. Задача о движении инертного тела с горящим элементом. 

 

Уравнения движения газа дополнялись уравнениями, описывающими 

движение тела и изменения массы заряда в процессе горения: 

 1 2dV m m
PS

dt


 , 

1dm
G

dt
 , 

где V  - скорость движения тела, P  - давление на горящей поверхности, S  - площадь 

поперечного сечения тела, G  - расход газа. 

На рис. 3-4 показаны результаты решения задачи в виде изменения давления 

горящей поверхности и скорости тела по времени. Первичные оценки сделаны на 

начальном этапе продолжительностью 8 мс. Расчеты проводились при различной 

постановке ГУ относительно давления, которое учитывалось в законе горения. В 

первом случае использовалось давление в приграничной ячейке сетки (на рисунке 1 

слева), а во втором, давление на контактном разрыве P . 
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Рисунок 3. Изменение давления на горящей поверхности по времени: 

1, приграничной ячейке, 2, на горящей поверхности. 

 

Рисунок 4. Изменение скорости тела по времени,  

давление соответствовало: 1, приграничной ячейке, 2, на поверхности. 

Видно небольшое отличие в результатах расчетов. Скорость тела в случае 

давления на горящей поверхности, рассчитанного по давлению на контактном 

разрыве ниже, чем скорость, определенная по давлению газа в приграничной точке. 

Максимальная относительная разница составляет 2,5% и согласно графикам, 

существует тенденция к увеличению этой разницы с течением времени.  
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Заключение 

В работе приводятся три подхода к формулировке граничных условий на 

горящей поверхности в методе Годунова. Скорость оттока продуктов сгорания 

определяется исходя из давления, которое реализуется на границе топливо/газ и 

находится в результате точного решения задачи Римана. Приведено три алгоритма 

решения, удовлетворяющие уравнениям состояния Дюпре и ван дер Ваальса. 

Показано, что, математическая постановка ГУ на поверхности горения по УС Дюпре 

является более простой по сравнению с УС ван дер Ваальса. В этом случае 

нахождение неизвестных величин происходит явным образом без использования 

итерационных методов поиска решения, в то время как для уравнения состояния ван 

дер Ваальса требуется применение численных методов решения системы 

нелинейных алгебраических уравнений. Приведены результаты решения модельной 

задачи о движении инертного тела, к торцу которого прикреплен горящий элемент. 

Первичные оценки, сделанные на временном интервале 8 мс, показали, что 

существует небольшое расхождение в скорости движения тела, которое имеет 

тенденцию к увеличению в случае более длительного временного интервала.  
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