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Аннотация. В настоящей работе предложено теоретическое обоснование связи 

между данными рентгеновской компьютерной томографии и механическими 

свойствами конструкционных материалов. На основе введения функции 

ориентированного распределения на единичной сфере и её разложения по 

обобщённым сферическим гармоникам разработан метод реконструкции тензора 

структуры из томографических данных. Путём аппроксимации облака точек, 

получаемого из сегментированных данных РКТ, поверхностью второго порядка 

определена квадратичная форма, по которой восстанавливается симметричный 

положительно определённый тензор структуры. С использованием 

полиномиального разложения тензора напряжений по тензору деформаций и 

тензору структуры получены аналитические соотношения, связывающие 

компоненты тензора упругих констант с собственными значениями тензора 

структуры. Показано, что результирующий тензор упругих констант описывает 

ортотропное семейство симметрий. Введён безразмерный показатель 

фракционной анизотропии, позволяющий количественно оценивать степень 
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анизотропии по данным томографии. Работоспособность модели подтверждена 

численным моделированием на 10 тестовых образцах с пористой структурой от 

изотропного до ярко выраженного ортотропного случая. Установлено, что 

фракционная анизотропия возрастает от 0,03 до 0,97 при изменении геометрии 

поры, а снижение жёсткости в направлении минимального собственного 

значения достигает 70%. Подход открывает новые перспективы для 

прогнозирования упругих свойств и диагностики скрытых повреждений деталей 

в авиастроении и машиностроении без разрушения образцов. 

Ключевые слова: рентгеновская компьютерная томография; механические 

свойства; упругие свойства; тензор структуры; фракционная анизотропия; 

функция ориентированного распределения. 
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Abstract. This paper presents a theoretical justification of the relationship between X-

ray computed tomography data and the mechanical properties of structural materials. 

Based on the introduction of an orientation distribution function on the unit sphere and 

its expansion in generalized spherical harmonics, a method for reconstructing the 

structure tensor from tomographic data is developed. By approximating the point cloud 

obtained from segmented CT data with a second-order surface, the quadratic form is 

determined, from which a symmetric positive-definite structure tensor is recovered. 

Using a polynomial expansion of the stress tensor in terms of the strain tensor and the 
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structure tensor, analytical relations linking the elastic constants tensor components to 

the eigenvalues of the structure tensor are obtained. It is shown that the resulting 

elastic constants tensor describes the orthotropic symmetry family. A dimensionless 

fractional anisotropy index is introduced to quantitatively assess the degree of 

anisotropy from tomography data. The model is validated through numerical simulation 

on 10 test samples with porous structures ranging from isotropic to pronounced 

orthotropic cases. It is established that fractional anisotropy increases from 0.03 to 0.97 

with changing pore geometry, while stiffness reduction in the direction of the minimum 

eigenvalue reaches 70%. The approach opens new perspectives for predicting elastic 

properties and diagnosing hidden damage in aerospace and mechanical engineering 

components without destroying the samples. 

Keywords: X-ray computed tomography, mechanical properties, elastic properties, 

structure tensor, fractional anisotropy, orientation distribution function 

Funding: the study was conducted with financial support allocated to Kazan Federal 

University under the state assignment in the field of scientific research, Project No. 

FZSM-2026-0006. 

 

Введение 

Развитие современной авиационной и машиностроительной 

промышленности предъявляет всё более жёсткие требования к надёжности 

конструкционных элементов. Обеспечение безопасности эксплуатации деталей 

летательных аппаратов невозможно без совершенствования методов 

неразрушающего контроля внутренней структуры изделий [3, 8]. Среди 

существующих подходов особое место занимает рентгеновская компьютерная 

томография (РКТ), позволяющая получать трёхмерные данные о внутреннем 

строении объекта без его разрушения [4, 5]. 

Физической основой РКТ является измерение линейного коэффициента 

ослабления рентгеновского излучения, который напрямую связан с локальной 

плотностью и эффективным атомным номером материала [9, 13]. Установлено, 

что значения единиц Хаунсфилда коррелируют с плотностью вещества, что 

открывает возможность количественной оценки структурных параметров [14]. В 
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ряде работ продемонстрирована связь между данными томографии и 

механическими характеристиками композитных материалов [7], а также костной 

ткани [29]. 

Вместе с тем большинство существующих подходов носят эмпирический 

характер и ограничиваются корреляционным анализом без строгого 

теоретического обоснования. Для анизотропных сред, характерных для 

композитов и аддитивно изготовленных деталей, необходимо учитывать 

ориентационную структуру внутренней неоднородности. Аппарат тензоров 

структуры и функций ориентированного распределения, развитый в работах [17, 

18], позволяет формализовать описание микроструктурной анизотропии, однако 

его применение к данным РКТ для прогнозирования упругих свойств остаётся 

недостаточно разработанным. 

При механическом нагружении плотность материала неизбежно 

изменяется, что приводит к изменению коэффициента ослабления. На основе 

закона сохранения массы возможно построение аналитической связи между 

вариацией томографических данных и объёмной деформацией [31, 32]. Однако 

систематическое теоретическое обоснование такой связи, включая учёт 

анизотропии структуры, в литературе отсутствует. 

Цель настоящей работы – теоретическое обоснование связи между 

данными рентгеновской компьютерной томографии и механическими 

свойствами конструкционных материалов, а также разработка модели, 

позволяющей коррелировать томографические характеристики с упругими 

константами. 

Теоретическая часть 

Для оценки распределения неоднородности в элементарном объеме введем 

параметр φ, в общем случае он зависит от точки в рассматриваемом объеме и 

ориентации в этой точке – φ = φ(x, n). Предположим, что ориентация в точке 

однозначно зависит от расположения, тогда 

 
(1) 

здесь f – некая скалярная функция, определённая на единичной сфере S2. 
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Введенную в (1) функцию f в литературе называют функцией 

ориентированного распределения [10, 14, 15, 16] свойства φ. При этом введенная 

функция должна удовлетворять условию 

 
(2) 

А значит должна существовать функция 

 
(3) 

Пусть функция f* интегрируема с квадратом 

 

(4) 

где ds = sinθdθdφ – элементарная поверхность сферы S2. 

Известно, что в этом случае функция f* может быть разложена в ряд Фурье 

[17–19]: 

 
(5) 

где {I, F’(N), F’’(N),…} – обобщенные сферические гармоники [103], 

определяющие ортогональный базис для интегрируемых с квадратом функций 

на сфере, I, F’, F’’ – тензора нулевого, второго и четвертого рангов соответственно. 

Гармоника F’(N) может быть определена как 

 
(6) 

здесь I – единичный тензор второго ранга, а на гармонику накладываются 

условия 

 

(7) 

 

(8) 

 
(9) 

где S2 – единичная сфера, 0 – нулевой тензор второго ранга. 
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Условия (8) и (9) – условия симметрии и равенства нулю следа тензора 

соответственно. Тогда коэффициенты в выражении (5) могут быть определены 

как 

 

(10) 

 

(11) 

где ds = sinθdθdφ – элементарная поверхность сферы S2. 

Ввиду (8) и (9) на G’ переносятся свойства симметричности и равенства 

нулю следа тензора: 

 
(12) 

 
(13) 

Условия (12) и (13) определяют, что в общем случае тензор G’ состоит из 

пяти независимых компонент. А согласно выражениям (5), (10) и (11) 

интегрируемая функция ориентированного распределения f* может быть 

описана скаляром и тензором второго ранга 

 
(14) 

В этом случае рассмотрим микрообъем и введем измеряющий скалярный 

параметр φ как 

 

(15) 

где длина вектора l характеризует протяженность материала в 

направлении n, а N – количество пересечений между интерфейсами материала в 

направлении n. 

Для трехмерного случая введем сферическую систему координат на 

единичной сфере S2, тогда (15) можно представить как 

 

(16) 

где φ, θ – полярный и азимутальный углы сферической системы координат. 
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Тогда, рассмотрев данные рентгеновской компьютерной томографии (РКТ), 

получим: 

 
(17) 

и данные кластеризации 

 
(18) 

определим некий подобъём, определяемый, например, индексами 

 

(19) 

Тогда φ – суть отображение данных РКТ (17) и данные кластеризации (18) в 

облако точек: 

 
(20) 

где S с соответствующим индексом – это данные подобъёма цифрового двойника 

(19). 

 На рисунке 1а приведен пример неоднородного образца, а на рисунке 1б – 

соответствующее образцу функция ориентированного распределения. 

 

  

а б 

Рисунок 1 – Пример неоднородной среды (а) и функции ориентированного распределения (б) 

 

Для определения тензора второго ранг в (11) с точки зрения вычислений 

удобнее построить аппроксимацию получаемого облака точек поверхностью 

второго порядка. В этом случае поверхность второго порядка – суть тензорная 

поверхность тензора G’. В общем случае поверхность второго порядка может 

быть записана как 
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(21) 

где A, B, C – квадратичная форма, вектор и константа соответственно. 

Тогда задачу аппроксимации облака точек поверхностью второго порядка 

можно сформулировать как [20, 21] 

 

(22) 

где x – элементы облака точек, а компоненты квадратичной формы A, 

вектора B и константа C являются неизвестными. 

Минимум (22) достигается из условия 

 

(23) 

Что приводит к линейной задаче вида 

 
(24) 

здесь [P] – матрица плана, c – вектор неизвестных (A11, A22, A33, A12, A23, A13, B1, 

B2, B3, C). 

Очевидно, что в системе (24) матрица плана [P] вырождена или у системы 

нулевое решение. Так как в (21) необходимо только определить квадратичную 

форму [A], вектор B отвечает только за смещение центра поверхности второго 

порядка как целого, а константа C – определяет масштаб поверхности второго 

порядка, то можно редуцировать вектор неизвестных c в (24), исключив 

последнюю компоненту [21, 22]. На практике проще задать некоторое значение 

константе C (например, C=1), тогда получим 

 
(25) 

где [P]* – редуцированная матрица плана, c* – редуцированный вектор 

неизвестных (A11, A22, A33, A12, A23, A13, B1, B2, B3, C), b – вектор свободных членов. 

 

Введем следующий вектор 

 
(26) 

тогда редуцированная матрица плана может быть представлена как 
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(27) 

а вектор свободных членов может быть представлен в виде 

 

(28) 

тогда решение (25) представимо как 

 

(29) 

На практике задача (22) может быть еще упрощена, если расположить 

центр сферической системы координат для функции скалярного параметра φ в 

геометрический центр микрообъема, то в (22) можно вектор B принять равным 

нулю. 

В результате на основе (29) может быть определена поверхность второго 

порядка, для которой существует симметричный положительно определённый 

тензор второго ранга [23–25], который суть квадратичная форма A. Для 

реконструкции тензора G’ необходимо удовлетворить условиям (12), (13). 

Условие (12) уже выполнено по определению квадратичной формы, а условие 

(13) можно обеспечить с помощью выражения 

 
(30) 

Выражение (10) суть пористость рассматриваемого микрообъема, которая 

может быть формально найдена из (22), если рассмотреть вместо квадратичной 

формы сферу неизвестного диаметра. 

На рисунке 2 приведен пример различной аппроксимации функции 

ориентированного распределения (зеленые точки на рисунке 2). Так, красным на 

рисунке 2 показана аппроксимация тензором нулевого ранга, а синим на рисунке 

2 тензором второго ранга. 

 



10 
 

 

Рисунок 2 – Функции ориентированного распределения (зеленые точки), аппроксимации 
тензором нулевого ранга (красная линия) и тензором второго ранга (синяя линия) 

 

Для обеспечения геометрического смысла часто используют корень от 

обратного к G’ тензора H, который называют тензором структуры [26, 27]: 

 
(31) 

в этом случае собственные значения тензора структуры – суть полуоси 

аппроксимирующего эллипса. 

Далее рассмотрим тензор напряжений как функцию тензора деформаций и 

пары {g, H} [23, 28, 29] 

 
(32) 

со следующим свойством 

 
(33) 

где Q – ортогональный оператор. 

Предположим линейную связь с тензором деформаций и воспользуемся 

известным полиномиальным разложением: 

 

 

(34) 

где ci – некоторые функции от десяти инвариантов tr(H), tr(H2), tr(H3), tr(ε), tr(ε2), 

tr(ε3), tr(H∙ε), tr(H2∙ε), tr(H∙ε2), tr(ε2∙H2). 

Требуя линейность тензора напряжений в зависимости от тензора 

деформаций, получим: 

 

 

(35) 

где c1, c2, c3 могут быть определены как: 
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(36) 

 

 

здесь αi, βi, γi – функции от tr(H), tr(H2), tr(H3). 

 

Тогда с учетом (33), (35), (36) получим: 

 

(37) 
 

 

 

 

Покомпонентное сравнение (37) и обобщённого закона Гука с учетом 

базовых симметрий тензора упругих констант приводит к выражению: 

 

(38)  

 

 

где Hij – компоненты тензора H, а αi, βi, γi, ci – функции от g и tr(H), tr(H2), 

tr(H3). 

Из выражения (38) видно, что полученный тензор упругих констант может 

описывать только ортотропное семейство симметрий материала. Рассмотрев 

тензор H в главных осях, и предполагая, что собственные значения различны и 

отличны от нуля, получим 

 (39) 

 

 (40) 

 

 
(41) 
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где λi – главные значения тензора H, остальные компоненты тензора 

упругих констант обращаются в ноль. 

Из выражений (39)–(41) видно, что собственные значения тензора H 

масштабно определяют механические свойства в направлении, при этом это 

влияние не линейное. Для первичной оценки характера ортотропии удобно 

использовать выражение фракционной анизотропии: 

 

(42) 

Величина r в выражении (42) находится в диапазоне от 0 то 1. В изотропном 

случае (когда все собственные значения равны) фракционная анизотропия (r) 

обращается в ноль. В случае, когда ортотропия стремиться к одному главному 

направлению (λ1 >> λ2, λ1 >> λ3) значение фракционной анизотропии стремится к 

единице. 

 

Практическая часть 

В качестве исследуемых объектов для тензора четвертого ранга были 

рассмотрены 10 тестовых образцов с заранее известной смоделированной 

структурой от изотропии к ярко выраженной ортотропии. Образцы представляли 

собой цифровые данные в виде куба с параметризованным вырезом, имеющим 

форму параллелепипеда, у которого варьировался вертикальный размер поры. 

Для каждого из образцов определялся тензор структуры и фракционная 

анизотропия по описанной выше методике, а также эффективный тензор 

упругости по методике из работы [30–33]. 

 

Результаты 

На рисунке 3 показаны характерные образцы:  

 На рисунке 3а показан образец 1: образец с кубической порой (сверху) 

и соответствующая ему функция ориентированного распределения (снизу), 

можно заметить, что распределение соответствует сфере, равно как и форма 

поры обеспечивает изотропный случай.  
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 На рисунке 3б показан образец 2: образец с порой имеющий форму 

параллелепипеда, у которого высота в два раза меньше остальных двух размеров 

(сверху) и соответствующая ему функция ориентированного распределения 

(снизу), можно заметить характерную деформацию сферы.  

 На рисунке 3в показан образец 3: образец с порой имеющий форму 

параллелепипеда, у которого высота порядка 10% остальных двух размеров 

(сверху) и соответствующая ему функция ориентированного распределения 

(снизу), здесь деформация сферы уже ярко выражена. 

 

   

  
 

а б в 

Рисунок 3 - Набор тестовых образцов (верхний ряд) и функция ориентированного 

распределения (нижний ряд) 

Фракционная анизотропия для образца 1 была равна 0,03, что 

соответствует изотропному случаю, у образца 2 фракционная анизотропия 

составила 0,63 – что сигнализирует о наличии ортотропии, а у образца 3 

величина фракционной анизотропии возросла до 0,97, что уже сигнализирует о 

явной ортотропии. 

Рассчитанные эффективные тензора упругости для образцов показали 

хорошее соответствие с полученными тензорами структуры, так для образца 1 

эффективные тензор упругости был изотропным, а образец 2 и образец 3 

обладали выраженным ортотропным свойством. При этом снижение жесткости в 

вертикальном направлении для образца 2 составило порядка 40%, а для образца 

3 – порядка 70%. На рисунке 4а и 4б показаны сечения тензорной поверхности 

эффективного тензора упругости плоскостью xy, yz соответственно. Цветом на 



14 
 

рисунке 4 отмечены образцы: синим – образец 1, оранжевым – образец 2, 

зеленым – образец 3. Можно заметить расширение кривых, но форма при этом в 

этих сечениях изменяется мало. 
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Рисунок 4. Сечения тензорных поверхностей: а, б – тензора упругости, в, г – тензора структуры; 

(а), (в) – сечение плоскостью xy, (б), (г) – сечение плоскостью yz, (а); 

синий – образец 1, оранжевый – образец 2, зеленый – образец 3. 

На рисунке 4в и 4г показаны сечения тензорной поверхности тензора 

структуры, цветовое обозначение такое же. Стоит отметить, что в сечении 

плоскостью xy кривые расширяются, в то время как в плоскости yz видно явное 

изменение формы (возрастание эллиптичности). 

Заключение 

В работе показано, что данные рентгеновской компьютерной томографии 

могут служить основой для количественной оценки упругих свойств 

конструкционных материалов без разрушающих испытаний. Разработанная 

модель связывает томографические данные с механическими характеристиками 

через функцию ориентированного распределения на единичной сфере и её 

разложение по обобщённым сферическим гармоникам. Аппроксимация облака 

точек, полученного из сегментированных данных РКТ, поверхностью второго 



15 
 

порядка позволяет реконструировать тензор структуры материала. Установлено, 

что тензор упругих констант, построенный на основе тензора структуры, 

описывает ортотропное семейство симметрий. В главных осях компоненты 

тензора упругих констант выражаются через собственные значения тензора 

структуры и функции его инвариантов, причём влияние собственных значений 

является масштабно-нелинейным. Предложен безразмерный показатель 

фракционной анизотропии r (от нуля для изотропного случая до единицы для 

выраженной ортотропии), позволяющий проводить первичную оценку характера 

анизотропии по данным РКТ без механических испытаний. 

Численное моделирование на 10 тестовых образцах подтвердило 

работоспособность модели: фракционная анизотропия возрастает от 0,03 

(кубическая пора) до 0,97 (плоская пора), а снижение жёсткости в направлении 

минимального собственного значения составляет 40–70%. Эффективные 

тензоры упругости демонстрируют качественное и количественное соответствие 

с тензорами структуры. Результаты открывают возможность прогнозирования 

упругих свойств и диагностики скрытых повреждений элементов конструкций 

летательных аппаратов на основе данных РКТ, что имеет существенное значение 

для неразрушающего контроля в авиастроении и машиностроении. 
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