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Аннотация. В предлагаемой методике сплайн-вейвлеты, построенные на основе 

неравномерной схемы подразделения и схемы подъема, применяются к задачам 

теории упругости. Выбор таких базисных функций обоснован тем, что, вейвлеты по 

сравнению с другими базисными функциями обладают рядом преимуществ. Во-

первых, использование схемы подъема позволяет строить вейвлеты с заданными 

свойствами: гладкость, компактный носитель, симметрия, нужное число нулевых 

моментов, обращение в нуль на границе области функций, соответствующих не 

граничным вершинам сетки. Во-вторых, высокая скорость убывания вейвлет-

коэффициентов. Это позволяет, ограничиваясь небольшим количеством слагаемых в 

разложении, получать достаточно точные приближения функции. В-третьих, наличие 
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быстрых каскадных алгоритмов нахождения коэффициентов разложения функции по 

вейвлетам. 
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Abstract. In the technique being proposed the spline wavelets, built on the basis of an uneven 

subdivision scheme and a lifting scheme, are being employed for solving problems of the 

elasticity theory. The choice of such basic functions is justified by the fact that wavelets 

have a number of advantages compared to other basic functions. For example, the lifting 

scheme application allows composing wavelets with the given properties, such as 

smoothness, compactness of the carrier, symmetry, the required number of zero moments, 

vanishing at the boundary of the domain of functions corresponding to non-boundary mesh 
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vertices. Lately, the wavelet analysis is attracting a lot of attention from the researchers, 

scientists and specialists in various disciplines. There are several reasons why wavelets are 

being successfully applied in signal processing, information compression, methods for 

finding approximate solutions of differential and integral equations [1, 2], computer 

geometry [3-5]. Such reasons include the following. Firstly, the high rate of wavelet 

coefficients decay. This allows obtaining rather accurate function approximations 

employing only a small number of summands in the expansion. Secondly, availability of 

fast cascade algorithms for finding coefficients of the function wavelet expansion. Thirdly, 

many commonly used wavelets (such as spline wavelets and Daubechies wavelets) have a 

compact carrier. In the proposed technique, a wavelet-system, consisted of smooth functions 

with the compact carrier, was built using the lifting scheme and a mask. 

Such wavelet systems may be employed for finding approximate solutions of partial 

differential equations and, as a consequence, they may be applied to solving problems of the 

elasticity theory. This application presupposes the use of the least squares method for 

finding approximate solutions of boundary value problems of mathematical physics [7]. 

Keywords: wavelet analysis, spline wavelets, elasticity, lifting scheme, filter, scaling 

function. 
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Введение 

В последнее время вейвлет-анализ привлекает большое внимание 
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исследователей, ученых и специалистов в различных дисциплинах. Есть несколько 

причин, по которым вейвлеты успешно применяются в обработке сигналов, сжатии 

информации, приближенных методах решения дифференциальных и интегральных 

уравнений [1, 2], компьютерной геометрии [3 – 5]. К таким причинам можно отнести 

следующие [6]: 

1. Большая скорость убывания вейвлет-коэффициентов. Это позволяет, 

ограничиваясь небольшим количеством слагаемых в разложении, получать 

достаточно точные приближения функции. 

2. Наличие быстрых каскадных алгоритмов нахождения коэффициентов 

разложения функции по вейвлетам. 

3. Многие часто применяемые вейвлеты, например, сплайн-вейвлеты и 

вейвлеты Добеши, имеют компактный носитель. 

В предлагаемой методике с использованием схемы подъема и маски, 

приводящей к сплайн-вейвлетам, построена вейвлет-система, состоящая из гладких 

функций с компактным носителем. Такие вейвлет-системы могут быть использованы 

в приближенном решении уравнений в частных производных и, как следствие, их 

можно применить к решению задач теории упругости. Такое применение 

предполагает использование метода наименьших квадратов приближенного решения 

краевых задач математической физики [7]. 

Сплайн-вейвлеты 

Пусть ( , , )T g X  – триангулируемое пространство  с конечным множеством 



 

 

симплексов [8]. 0
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получается из гомеоморфных образов замкнутых n-мерных кубов n

lI посредством 

склейки их краев. При этом, если X – это граница множества X, то ( | |)X g T   . 

 

Рис. 1 – Триангулируемое пространство 
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приводят к гладким функциям 
if  нужного класса гладкости. Как известно, значение 

такой функции определяется приближенным равенством [9] 
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приводит к функции
1( , , )nf x x , равной тензорному произведению  функций ( )i if x , к 

которым приводят схемы [9]: 
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Итак, выбрав фильтр ,s,kjh , построены масштабирующие функции T

,kj  , которые 

определяются схемой (2). Легко проверить, что функции T

,kj  удовлетворяют 

равенству [10] 
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Последовательность ,k,m  js выберем из условия T

,m

T

(u)du 0j  . При этом можно считать, 

что 
,k,mjs  отлично от нуля только для соседних с m  вершин k . 

 

Рис. 2 – Графики функций 

a – некоторые функции 0,k  на отрезке [0;5]; b – масштабирующая функция 1 11,(2 ,2 )
   ; 

с – масштабирующая функция 1 11,(2 ,3 2 )
  

на множестве 2 2[0;3] \[1;2]  
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приводит к функциям ,j k  равным тождественно нулю на T , если k n

jK  (Рис. 2).  

Определим функции:  
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Тогда, если :f X R , то будет иметь место равенство [10] 
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В равенстве (3) для краткости выполнены переобозначение и перенумерация всех 

базисных функций. Функции обозначены
i , а коэффициенты –

ic . 

 

Применение вейвлетов к приближенному решению уравнений теории упругости 

Рассмотрим дифференциальное уравнение и краевые условия 

,  ,  на ,  1,2, , ,i iLw f Lw f X i m     (4) 

в гильбертовом пространстве 
2L ( )X , где L – линейный дифференциальный оператор. 
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наименьших квадратов из решения вариационной задачи; с учетом того, что при 

построении вейвлетов часть базисных функций на границе области (это функции, 

соответствующие не граничным вершинам подразделения) равна нулю, часть 
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    а остальные коэффициенты будем находить из задачи 
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Вторым, используемым нами приближенным способом решения задачи (4) 

является метод коллокаций, в котором требуется, чтобы уравнение и граничные 

условия удовлетворялись в узлах коллокации. 

Пример 1. Рассмотрим пластину 2 2 2 2

1 2 1 2{( , ) : }X x x a x x b     в условиях 

растяжения/сжатия. Пусть E = 2,1 МПа; 𝜇 = 0,3; a = 20 м, b = 60 м. Интенсивность 

нормальной к границе пластины нагрузке имеет вид 

2 2

1 1
F 2 1 ,  F 2 1

a b

   
      

   
n nn n . 

Используя биортогональные вейвлеты, найдем приближенное решение данной 

задачи и сравним его с точным 

1 2 1,22 2 2

2 2 2
2 cos(2 ),  2 cos(2 ),  sin(2 ).
r r r

           

Решение. В данной задаче Т и Х представлены на рис. 3а и 3b. Подразделения Х 

показаны на рисунках 3c и 3d. Погрешности для метода коллокаций 

1 1 2 2 1,2 1,2max | ( ) ( ) |,  max | ( ) ( ) |  и max | ( ) ( ) |
i i i

J J J

i i i i i i
x x x

x x x x x x         не превышает, 

соответственно, 0,0009, 0,000955 и 0,00025 МПа. На рисунках 3e и 3f представлены 

графики точного решения 
1  и его приближения 1,J . 



 

 

 

Рисунок 3. 

 a, b – триангулируемое пространство ( , , )T g X ; c, d – подразделения 

триангулируемого пространства; e, f – графики точного решения 
1  и его 

приближения 

 

Заключение 

В статье представлена методика применения сплайн-вейвлетов, построенных 

на основе схем подразделения и подъема, к приближенному решению задач теории 

упругости. Преимущество вейвлетов перед другими базисными функциями состоит в 

том, что вейвлет-коэффициенты убывают достаточно быстро, поэтому небольшого 

количества слагаемых в разложениях может оказаться достаточным для получения 

нужного приближения. Дополнительное преимущество вейвлетов, построенных на 

основе схем подъема и подразделения состоит в том, что можно управлять формой 



 

 

базисных функций. Например, в данной работе эти функции обнулялись на границе 

области, что уменьшает количество слагаемых, которые нужно учесть в разложении 

искомой функции. 
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