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Аннотация. Одной из важнейших миссий, выполняемых с помощью БПЛА является 

разведывательная деятельность, осуществляемая с целью обнаружения и 

идентификации объектов, представляющих особый интерес. Повышение 

эффективности, быстродействия и оперативности выполнения этой миссии может быть 

достигнуто путем организации групповых полетов БПЛА. Вместе с тем, 

разведывательная деятельность группы БПЛА должна быть осуществлена незаметно для 

внешних наблюдателей и для выполнения этого требования группа БПЛА должна 

осуществлять полеты на больших высотах, используя высокочувствительную 

разведывательную аппаратуру. Высотные полеты позволяют расширить зону охвата 

разведываемого участка, что является дополнительным преимуществом высотных 

полетов. Вместе с тем, при организации высотных полетов БПЛА должны быть учтены 
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атмосферные условия, воздействующие на летательные аппараты, например, такие 

факторы, как температура, давление и плотность воздуха. Хорошо известно, что 

плотность воздуха зависит от таких факторов как высота полета, температура, давление 

воздуха и относительная влажность. Сформулирована и решена задача математического 

моделирования, оптимизации модели и синтеза режима функционирования группового 

высотного полета БПЛА в смысле поиска минимального значения плотности воздуха, 

при которой возможен групповой полет БПЛА с оптимальной взаимосвязью между 

диаметром пропеллера (винта) БПЛА и крутящим моментом. Вычисление 

функциональной зависимости между указанными показателями, при которой полет 

возможен на определенной высоте позволяет определить те высотные интервалы 

полетов БПЛА, которые соответствуют значениям 𝜌ср, вычисленным по заданным 

интервалам значений крутящего момента. 
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Abstract. One of the most important missions carried out with the help of UAVs is intelligence 

activities carried out in order to detect and identify objects of special interest. Increasing the 

efficiency, speed and efficiency of this mission can be achieved by organizing group flights of 

UAVs. At the same time, the reconnaissance activities of the UAV group must be carried out 

unnoticed by external observers and to fulfill this requirement, the UAV group must fly at high 

altitudes using highly sensitive reconnaissance equipment. High-altitude flights allow you to 

expand the coverage area of the explored area, which is an additional advantage of high-altitude 

flights. At the same time, when organizing high-altitude UAV flights, atmospheric conditions 

affecting aircraft should be taken into account, for example, factors such as temperature, 

pressure and air density. It is well known that air density depends on factors such as altitude, 

temperature, air pressure and relative humidity. The problem of mathematical modeling, 

optimization of the model and synthesis of the mode of operation of a group high-altitude flight 

of a UAV is formulated and solved in the sense of finding the minimum value of air density at 

which a group flight of a UAV is possible with an optimal relationship between the diameter of 

the propeller (screw) of the UAV and the torque. Calculating the functional dependence 

between these indicators, at which flight is possible at a certain altitude, allows you to 

determine those altitude intervals of UAV flights that correspond to the values of r_sr calculated 

from the specified intervals of torque values. 
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Введение 

Одной из значительных функций, выполняемых БПЛА является разведывательная 

деятельность, осуществляемая с целью обнаружения и идентификации объектов, 

представляющих особый интерес [1-3]. Такая деятельность на широких просторах 

может быть осуществлена при помощи групповых полетов БПЛА, что может привести к 

повышению эффективности, быстродействию и оперативности проводимой разведки. 

Вместе с тем, часто такая разведка должна быть осуществлена незаметно для 

наблюдателей, расположенных на земле, т.е. на больших высотах, используя 

высокочувствительную разведывательную аппаратуру. При этом увеличение высоты 

полета также может привести к расширению зоны охвата исследуемого участка одним 

БПЛА что является дополнительным преимуществом высотных полетов. Вместе с тем, 

успешное функционирование БПЛА в режиме высотных полетов неразрывно связано с 

правильным выбором адекватной математической модели силовой установки [4]. Как 

отмечается в работе [5], на ранних стадиях проектирования силовых установок 

авиационных средств целесообразно использовать математические модели для выбора 

их оптимальных параметров и оценки их эффективности. Согласно [6] одним из таких 

методов является метод полунатурного моделирования, примененный в этой работе для 

моделирования мультикоптеров.  Метод полунатурного моделирования также позволяет 

осуществить отработку измерительных систем и идентификацию характеристик 

математической модели [7]. Промышленные образцы мультикоптеров различного 

назначения появились в конце 20-го и в начале 21-го веков [8]. Дальнейшее 

стремительное развитие беспилотных летательных средств привело к появлению 

различных методик концептуальной разработки беспилотных летательных аппаратов 

[9]. Так, например, в работе [10] изложены особенности взаимодействия БПЛА при 

групповых полетах для решения задачи мониторинга и сформулирована задача 

оптимизации групповых полетов. В работе [11] рассмотрены оптимального выбора 

трассы полета с учетом влияния динамики воздушных масс. В работе [12] рассмотрен 

вопрос о расширении функциональных возможностей БПЛА мультироторного типа с 



учетом моделирования свойств подстилающей поверхности для осуществления 

аварийной посадки.  

При планировании высотных полетов БПЛА должны быть приняты во внимание 

атмосферные условия, воздействующие на летательные аппараты, такие факторы, как 

температура, давление и плотность воздуха [13,14]. Хорошо известно, что плотность 

воздуха зависит от таких факторов как высота полета, температура, давление воздуха и 

относительная влажность [15,16]. Учет влияния плотности воздуха для БПЛА винтового 

типа согласно [17,18] осуществляется с использованием следующих базовых уравнений 

𝑇 = 𝐶𝑇𝜌 (
𝑁

60
)

2
𝐷𝑝

4                                               (1) 

М = 𝐶𝑀𝜌 (
𝑁

60
)

2
𝐷𝑝

5                                               (2) 

характеризующих связь аэродинамических показателей винта (пропеллера) с 

плотностью воздуха. 

В формулах (1), (2) приняты следующие обозначения: 𝑇-тяговая сила (Ньютон), 𝑀-

крутящий момент (Ньютон-метр), 𝑁-скорость вращения винта (обороты в минуту); 𝜌-

плотность воздуха (кг/м3); 𝐶𝑇-коэффициент тяги винта; 𝐶𝑀-коэффициент крутящего 

момента; 𝐷-диаметр  винта (пропеллера)(м). 

Что касается зависимости плотности воздуха от атмосферных условий и высоты 

полета (ℎ), то здесь используется следующий международный стандарт атмосферной 

модели [19], согласно которому 

𝜌 =
273𝜌0

273+𝑇
(1 − 0,0065

ℎ

273+𝑇
)

5,25
                                 (3) 

где 𝜌0-стандартная плотность воздуха; 𝜌0 = 1,293 кг/м3; ℎ-высота полета (м); 𝑇-

локальная температура (°С). 

Целью настоящей статьи является математическое моделирование группового 

высотного полета беспилотных летательных аппаратов и синтез оптимизированного 

режима осуществления такого полета. 

 



 

 

Материалы и методы 

Известный метод определения технических показателей группового полета БПЛА 

может быть изложена с использованием формул (1)-(3) в виде следующего алгоритма: 

1. Задаваясь показателями 𝜌0, 𝑇, ℎ в формуле (3), определяют величину 𝜌, т.е. 

плотность воздуха на высоте ℎ. 

2. Используя вычисленное значение 𝜌, задавшись значениями показателей 𝐶𝑇, 𝑁, 𝐷𝑝 

определяют величину тяговой силы 𝑇 по формуле (1). 

3. Используя вычисленное значение 𝜌, задавшись значениями показателей 𝐶𝑀, 𝑁, 𝐷𝑝 

определяют величину крутящего момента 𝑀 по формуле (2). 

Блок-схема вышеизложенного алгоритма показана на рис. 1. 

 

Рис. 1. Блок-схема известного алгоритма вычисления 𝑇 и 𝑀 для винтового БПЛА 

Вместе с тем, при решении задач выполнения высотной разведывательной миссии 

особый интерес представляет следующий вопрос: Какая высота полета может быть 

достигнута на базе имеющегося парка БПЛА при планируемом групповом полете 

летательных средств. 



Предлагаемый метод решение поставленного вопроса базируется на создании 

математической модели, оптимизации модели и синтеза нового режима групповых 

полетов, формируемого с учетом следующих операций: 

1. С учетом данных существующего парка БПЛА определяется такой состав 

группы, в которых оптимальный выбор пар параметров (𝑇𝑖, 𝐷𝑝𝑖); 𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅; 𝑛-

количество БПЛА в группе, обеспечивает минимальную среднюю величину 

плотности воздуха (𝜌) в некотором высотном сегменте полета (рис. 2). 

 

Рис. 2. Выбор высотных сегментов группового полета БПЛА в зависимости 

от вычисленной величины 𝜌𝑐𝑝.𝑖; 𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅ по модельной линии зависимости 

𝜌(ℎ) 

2. Определение соответствующего сегмента высоты при осуществлении 

группового полета с использованием формулы (3), или известных 

графических материалов касательно зависимости 𝜌 и ℎ (рис. 3). 

 

 



 

Рис. 3. Реальная зависимость плотности воздуха для влажного воздуха (1) и 

сухого воздуха (2)[20] 

Блок-схема общего алгоритма реализации предлагаемого метода, в котором 

возможен оптимальный выбор функций (1) и (3) или (2) и (3) показан на рис. 4.  

 



Рис. 4. Общий алгоритм реализации предложенного метода ре  

Как видно из алгоритма реализации предложенного метода ре, представленного на 

рис. 4, решение задачи 𝜌 → 𝑚𝑖𝑛 может быть осуществлена двумя путями: (1) путем 

вычисления оптимальной функции 𝐷 = 𝑓(𝑇) и (2) путем вычисления оптимальной 

функции 𝐷 = 𝑓(𝑀). Так как решение этих задач симметрично, рассмотрим решение 

одного из этих задач, а именно, а именно, второй задачи. Комплекс процедур по созданию 

математической модели групповых моделей заключается в следующем: 

Выражение (2) перепишем как  

𝜌 =
𝑀

𝐶𝑀(
𝑁

60
)

2
𝐷𝑝

5
                                                   (4) 

Допустим наличие двух множеств  

𝑴 = {𝑀𝑖}                                                       (5) 

где 𝑀𝑖 = 𝑀𝑖−1 + ∆𝑀; ∆𝑀 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡; 𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅;  𝑀0 = 0. 

А также  

 𝑫𝒑 = {𝐷𝑝𝑖}                                                       (6) 

Введем на рассмотрение дискретную функцию  

𝐷𝑝𝑖 = 𝑓(𝑀𝑖)                                                      (7) 

C учетом (4) и (7) среднюю величину 𝜌ср вычислим как 

𝜌ср =
1

∆𝑛
∑

𝑀𝑖

𝐶𝑀(
𝑁

60
)

2
𝑓(𝑀𝑖)5

  𝑛
𝑖=1                                          (8) 

Для решения задачи вычисления оптимальной функции 𝑓(𝑀𝑖)𝑜𝑝𝑡  приводящей 𝜌ср 

к минимуму наложим на 𝑓(𝑀𝑖) следующее ограничительное условие: 

∑ 𝑓(𝑀𝑖)𝑛
𝑖=1 = 𝐶1;  𝐶1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡                                       (9) 

Функционал цели (8) в непрерывном случае имеет вид  

𝜌ср =
1

∆𝑀
∫

𝑀𝑑𝑀

𝐶𝑀(
𝑁

60
)

2
𝑓(𝑀)5

𝑀𝑚𝑎𝑥

𝑀𝑚𝑖𝑛
                                        (10) 

Ограничительное условие (9) в непрерывной модели имеет вид  

∫ 𝑓(𝑀)𝑑𝑀
𝑀𝑚𝑎𝑥

𝑀𝑚𝑖𝑛
= 𝐶2;  𝐶2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡                                    (11) 



C учетом выражений (10), (11) составим целевой функционал 𝐹 безусловной 

вариационной оптимизации  

𝐹 =
1

∆𝑀
∫

𝑀

𝐶𝑀(
𝑁

60
)

2
𝑓(𝑀)5

𝑑𝑀
𝑀𝑚𝑎𝑥

𝑀𝑚𝑖𝑛
+ 𝜆 [∫ 𝑓(𝑀)𝑑𝑀

𝑀𝑚𝑎𝑥

𝑀𝑚𝑖𝑛
− 𝐶2]               (12) 

где ∆𝑀 = 𝑀𝑚𝑎𝑥 − 𝑀𝑚𝑖𝑛; 𝜆-множитель Лагранжа. 

Таким образом, формулы (4)-(12) составляют математическую модель, 

оптимизация которой позволит синтезировать предлагаемый оптимальный режим 

группового полета. Далее изложим порядок синтеза оптимального режима группового 

полета. 

Решение задачи (12), согласно методу Эйлера, удовлетворяет следующему 

условию: 

𝑑{
𝑀

Δ𝑀𝐶𝑀(
𝑁
60

)
2

𝑓(𝑀)5
+𝜆𝑓(𝑀)}

𝑑𝑓(𝑀)
= 0                                      (13) 

Из выражения (13) находим  

−
5𝑀

Δ𝑀𝐶𝑀(
𝑁

60
)

2
𝑓(𝑀)6

+ 𝜆 = 0                                        (14) 

Из выражения (14) находим  

 𝑓(𝑀) = √
5𝑀

𝜆Δ𝑀𝐶𝑀(
𝑁

60
)

2
6

                                            (15) 

Для вычисления 𝜆 воспользуемся выражениями (11) и (15). Имеем 

∫ √
5𝑀

𝜆Δ𝑀𝐶𝑀(
𝑁

60
)

2
6 𝑑𝑀

𝑀𝑚𝑎𝑥

𝑀𝑚𝑖𝑛
= 𝐶2                                      (16) 

Из выражения (16) находим  

𝜆 = 6 ∙ √
5𝑀

𝜆Δ𝑀𝐶𝑀(
𝑁

60
)

2 ∙
(𝑀𝑚𝑎𝑥

7
6 −𝑀

𝑚𝑖𝑛

7
6 )

7𝐶2
                                  (17) 

C учетом выражений (15) и (17) получаем  



𝑓(𝑀) =
7

6
𝐶2 ∙ √

𝑀

𝑀𝑚𝑎𝑥

7
6 −𝑀

𝑚𝑖𝑛

7
6

6                                          (18) 

При решении (18) 𝐹 достигает минимума, т.е. среднее значение плотности воздуха 

принимает минимальное значение. Это, в свою очередь, означает что при условии (18) 

высота полета группы БПЛА может достичь максимума. 

Обсуждение 

Таким образом, сформулирована и решена задача определения условия, при 

которой группа разведывательных БПЛА сможет функционировать на максимально 

возможной высоте в смысле поиска такой оптимальной полетной взаимосвязи между 

диаметром пропеллера (винта) (𝐷) БПЛА и крутящим моментом (𝑀), реализация 

которого возможна минимальной плотности воздуха, т.е. на максимальной высоте. 

Вычисление функциональной зависимости между 𝑀 и 𝐷 при которой полет возможен 

намаксимальной высоте позволяет определить те высотные интервалы полетов БПЛА, 

которые соответствуют значениям 𝜌ср, вычисленным по заданным интервалам (𝑀𝑚𝑎𝑥 −

𝑀𝑚𝑖𝑛). Отмечено, что поставленная задача также может быть решена путем вычисления 

оптимальной функции взаимосвязи диаметра пропеллера (винта) и тяговой силы. 

Основные выводы и заключение 

1. Определено, что групповой полет 𝑛 числа разведывательных дронов (БПЛА) 

может быть оптимизирован в смысле нахождения такой функциональной 

зависимости между диаметром винта (пропеллера) и крутящего момента при 

которой возможен групповой полет в высотном сегменте с минимальной 

величиной плотности воздуха. При этом предполагается, что групповой полет 

осуществляется 𝑛 числом БПЛА, у которых крутящий момент винта растет от 

минимума до максимума в группе. 

2. Показано, что в зависимости от существующего интервала крутящих моментов 

может быть определен минимально возможное значение плотности воздуха, т.е. 



общий высотный интервал полета может быть разделен на сегменты высот, в 

которых могут функционировать отдельные группы разведывательных БПЛА. 
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