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Аннотация 

Рассматривается составная конструкция, состоящая из несущей и 

управляющей поверхностей летательного аппарата, соединенных статически 

неопределимым образом. Исследуется вопрос о том, как соотносятся между собой 

реакции в узлах навески рулей, полученные при моделировании по стержневой и 

пластинной аналогии, при малых удлинениях. Оцениваются лобовые реакции. 

Приведены результаты численных исследований. 
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Проблема создания методик расчета составных несущих и управляющих 

поверхностей летательных аппаратов с учетом их деформирования является 

актуальной. Различные аспекты этой проблемы рассматриваются, в частности, в 

работах [1-24]. Во многих случаях управляющая поверхность прикрепляется к 
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несущей в трех и более точках, то есть статически неопределимым образом (рис. 1). 

У таких конструкций при отклонении рулевой поверхности величина  реакций 

определяется не столько внешней нагрузкой, сколько условиями совместности 

перемещений несущей и, навешенной на ней по статически неопределимой схеме, 

управляющей поверхностей. Приложение к такой конструкции нормальной 

нагрузки yt  при отсутствии отклонения руля вызывает появление только 

нормальных реакций 
yR . Отклонение руля приводит к изменению реакций 

yR и 

появлению лобовых реакций 
xR  (рис. 2), которые могут иметь значения, в 

несколько раз превышающие нормальные реакции yR . Это вызвано тем, что 

несущая поверхность (НП) навязывает свои перемещения управляющей (УП), 

сопротивление же последней нормальным перемещениям возрастает при 

отклонении, так как рулевая поверхность загружается усилиями в своей плоскости, 

где  имеет максимальную жесткость на изгиб.  

Эти явления были впервые исследованы профессором Казанского 

авиационного института В.А. Павловым и его учениками [18-21]. Была разработана 

методика расчета составных несущих и управляющих поверхностей с учетом 

отклонения рулей на основе стержневой модели, проведены расчеты реальных 

конструкций. 

Поскольку величина реакций зависит от перемещений звеньев, то имеет 

значение, как моделируется конструкция, какая расчетная схема используется. Как 

правило, несущие и управляющие поверхности представляются стержнями и 

пластинами. В работе [22] было показано, что с ростом удлинения конструкции 
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разница в реакциях, полученных по стержневой и пластинной моделям, 

уменьшается. При средних и больших удлинениях она близка к нулю.   В данной 

статье исследуется вопрос о том, как соотносятся между собой реакции в узлах 

навески рулей, полученные при моделировании по стержневой и пластинной 

аналогии, при малых удлинениях.  

Рассмотрим составную конструкцию, состоящую из несущей и прикрепленной 

к ней более чем на двух шарнирах управляющей поверхностью  (рис. 1).  

Представим их стержнями, сочлененными в шарнирах навески. Для определения 

реакций воспользуемся соотношениями, приведенными в работе [22]. Введем общие 

декартовы системы координат  0 0 0 1 1 1, ,xyz x y z x y z ,  оси 0 1иz z  которых связаны 

с линиями центров жесткости недеформированных несущей поверхности (НП) и 

управляющей поверхности (УП), а ось z  – с недеформированной линией шарниров, 

а также местные, связанные с конкретным сечением и перемещающиеся вместе с 

ним, системы координат 
0 0 0ξηζ

 и 1 1 1ξηζ (рис.3). В недеформированном состоянии 

конструкции системы s s sx y z
 
и s s sξηζ совпадают. Здесь и далее верхний индекс s = 0 

для НП  и s = 1 для УП. 
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Рис. 1. Составная конструкция, состоящая из несущей и управляющей 

поверхностей. 

 

 

Рис.2. Реакции в узле навески управляющей поверхности при отклонении на угол 

1 . 
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Рис. 3. Перемещения звена составной конструкции. 

Обозначим  Rxk и Ryk соответственно составляющие реакции в k-м шарнире по 

осям x и y, θ
0 

– угол установки НП, θ
1 

- угол отклонения УП. Будем считать, что 

реакции НП в k-м узле навески R
0

xk = Rxk, R
0

yk = Ryk, тогда реакции руля будут R
1

xk = 

–Rxk, R
1

yk = –Ryk .   

Необходимо определить реакции     Rxk   и   Ryk  . 

Поставленную задачу будем решать, используя  условия совместности 

перемещений в k-м шарнире [18]. Для этого приравняем проекции перемещения 

шарниров каждого звена на оси x и y общей системы координат xyz:  
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,                            (2) 

а ш шиs s

k kU V  проекции перемещения k-го шарнира (точка В на рис.2) на оси x
s 

 и y
s
 , которые определяются так: 

 
ш

ш ш тξ ξ ,

s s

k k

s s s s

k k k k k

U U

V V



   
                                                     (3) 

где s

kU , s

kV – проекции перемещения центра тяжести НП (УП) на оси x
s
 и y

s  

соответственно; φ
s
 – угол закручивания несущей поверхности или руля, т шξ и ξs s

k k  - 

расстояние в рассматриваемом сечении s

kz =const от центра тяжести до центра 

жесткости и от центра тяжести до шарнира (рис. 2).   

 Подставив уравнения (2) и (3) в (1), запишем в развернутом виде условия 

совместности перемещений в каждом k-м шарнире вдоль осей x и y: 

U
0

k cos θ
0
 – V

0
k sin θ

0
 - φ

0
k (ξ

0
шk – ξ

0
тk) sin θ

0
=  

= U
1

k cos θ
1
 – V

1
k sin θ

1
 – φ

1
k (ξ

1
шk – ξ

1
тk) sin θ

1;     

                                          
          (4) 

U
0

k sin θ
0
 + V

0
k cos θ

0
 + φ

0
k (ξ

0
шk – ξ

0
тk) cos θ

0 
= 

=U
1

k sin θ
1

k + V
1

k cos θ
1

 + φ
1

k (ξ
1

шk – ξ
1

тk) cos θ
1
. 
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Для определения входящих в (4) 1, ,s s

k k kU V   воспользуемся 

дифференциальными уравнениями изогнутой оси стержня: 

;

s

ys

s

y

M
U

EJ
        ;

s
s x

s

x

M
V

EJ
          .

s

z

s

z

M

EJ
                                        (5) 

Найдем моменты , ,s s s

x y zM M M , входящие в (5): 

  
0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

10 0

sin cos ;

l l n

x y k xk k yk k k ii
k

z zi i

M t dz dz R R z z


          

  
0 0

0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

1

cos sin ;
i

i i

l l n

y x k xk k yx k k i

kz z

M t dz dz R R z z


         

 
0

0

0 0 0 0 0 0 0

1

sin cos ;
i

i

l n

z z k xk k yk k ø k

kz

M m dz R R dz


      
 

                   

  
1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

11 1

sin cos ;

l l n

x y k xk k yk k k ii
k

z zi i

M t dz dz R R z z


                  (6) 

 

 
1

1

1 1 1 1 1 1

1

sin cos .
i

i

l n

z z k xk k yk k ø k

kz

M m dz R R


      
 

Здесь 
0 при

1 при

k i

k

k i

z z

z z


  


, ,s s

x yt t  - проекции погонных аэродинамических нагрузок на 

соответствующие оси; s

zm - погонный крутящий момент.  

Выразим перемещения в k-м шарнире через их производные по 
sz : 

1 2

0 0

;

z zk k
s s s s s s s

k kU U dz dz C z C  
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3 4

0 0

;

z zk k
s s s s s s s

k kV V dz dz C z C              (7) 

5

0

.

zk
s s s s

k dz C     

 Подставим (5) в (7)                   

1 2

0 0

;

sz z sk k
s s s s s s

k ks

M
U dz dz C z C

EJ





    

                                 
3 4

0 0

;

sz z sk k
s s s s s s

k ks

M
V dz dz C z C

EJ





                           (8) 

5

0

.

sz sk
s s s

k s

M
dz C

EJ





    

Константы  интегрирования 1 5, ,s sС С  можно найти из  краевых условий. 

Считая, что несущая поверхность жестко заделана в корневом сечении, т.е. 

0 0 0 0 0 0U U V V       , из кинематических краевых условий получаем 

0 0 0 0 0

1 2 3 4 5 0C C C C C     . Полагая, что качалка управления находится в корневом 

сечении руля z
1
=0, приходим к  01

01 
z

, следовательно 1

5 0C  . Для определения 

оставшихся четырех неизвестных постоянных интегрирования 1 1

1 4, ,C C  

дополнительно необходимы четыре уравнения. Воспользуемся статическими 

краевыми условиями в корневом сечении руля. При z
1
 =0 

1 1 1 10 0 0 0

0; 0; 0; 0.
z z z z

x y x yM M Q Q
   

              (9) 

 Искомые реакции Rxk и Ryk  входят в (6). Подставив (6) в (8), полученные 
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выражения в условия совместности перемещений (4)  и добавив (9) , приходим к 

системе из 
ш2 4n   уравнений, для определения 

ш2n реакций Rxk и Ryk и 4 постоянных 

интегрирования 1 1

1 4, ,C C  (
шn - количество узлов навески). 

Представим ту же конструкцию в виде двух пластин. Запишем полную энергию 

системы  

Э =
1

( )
2

T T

v

dv   u P ,                                  (10) 

где ε  ij   - деформации,  ij σ  - напряжения,  iuu - перемещения точек 

тела,  iPP  внешние силы, , 1,2,3;i j   v - объем тела. 

При конечно-элементной аппроксимации выражение (10) можно записать в 

виде 

Э = П, 

где  
1

2
  T T

U KU U R , 

U вектор узловых перемещений, K матрица жесткости, R  вектор узловых 

нагрузок. 

Для моделирования связей воспользуемся методом множителей Лагранжа 

[25-27], рассматривая условия совместности перемещений в узлах соединения 

звеньев как наложенные на систему ограничения 

( ) 0.C U                                                                             (11) 
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Построим расширенный функционал полной энергии системы p ,  добавив к 

исходному функционалу  ограничения ( )C U , умноженные на некоторую 

константу λ (множитель Лагранжа): 

p ( )C U  . 

Определим  необходимые условия экстремума функционала   при ограничениях 

( ) 0C U    

                                      

p

p

0;

0.

C

U U U

C

  
   

  


 



                                                       (12) 

             Запишем выражения для q связей системы с n степенями свободы в виде  

GU = s , 

где G – матрица размерностью q n  коэффициентов в уравнениях задающих 

ограничения, а s – вектор размерностью q, компоненты которого заданные 

константы. Уравнение (2) теперь примет вид  

                                                          ( ) 0C U   GU s .                                           (13) 

             Рассмотрим построение матрицы G на конкретном примере. Допустим, что 

на систему наложено только одно ограничение - перемещение в точке i должно быть 

равно перемещению в точке  j, т.е.  i ju u . Тогда уравнение (13) запишется в виде 

0i ju u  , матрица G будет иметь одну строку, в которой (1, ) 1; (1, ) 1G i G j   , а 

остальные элементы и вектор s  равны 0: 

 0 1 0 1 0 ; 0 .

i j

     G s
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             Введя обозначения  1 2 n   λ ,                                              

где 
i - множители Лагранжа, запишем выражение для расширенного функционала 

p системы 

                                      
p

1

2

T T   T T
U KU U R GU s   (14) 

Подставив (13) и (14) в (12), получаем систему уравнений  

;

,

T 



KU G R

GU s


 

которую можно представить в виде  

                                                   

     
    

    

T U RK G

λ sG 0
.                                              (15) 

Нижняя часть матричного соотношения (15) представляет собой систему 

ограничений. Она может быть решена отдельно. Из верхней части (15) получаем   

 -1 -1 T
U K R K G  , 

что после подстановки в нижнюю часть(11) позволяет найти  

1( ) ( ) -1 T -1
GK G GK R s . 

В данном случае по своему физическому смыслу множители Лагранжа 

являются реакциями в узлах соединения составных частей. 

По приведенной методике были проведены расчеты составной 

конструкции, состоящей из несущей   и управляющей поверхностей., 

соединенных между собой статически неопределимым образом (рис. 4). 

Исследовалась конструкция, состоящая из пластинок постоянного по размаху 
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прямоугольного сечения с различными удлинениями 
l

b
  и относительными 

толщинами 
h

h
b

 , где  l   длина (размах) НП, b   ширина (хорда) НП,
 

h    

толщина НП. Несущая поверхность – консольно закрепленная  пластинка,  

управляющая поверхность прикреплена к несущей в трех точках. Модуль 

упругости материала 107,2 10E   Па, коэффициент Пуассона 0,3  .  Нагрузка 

НП  
0

yt ,  УП -– 
1

yt  в соотношении 
1 00,25y yt t . Величина нагрузки подбиралась из 

условия величины относительного вертикального прогиба 

0

0 0,05
y

y

U
U

l
   при 

1 0 , то есть 5%-го от размаха консоли прогиба на конце НП при неотклоненной  

УП. 

 

 

Рис. 4. Модельная составная конструкция 
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На рис. 5 приведены графики 1

2 2( )xH R  зависимости лобовых реакций в 

среднем шарнире навески руля от угла отклонения управляющей поверхности 
1  

при фиксированном удлинении  , на рис. 5а  0,5 , на рис. 5б  1, 5 . Можно 

сделать вывод о том, что при увеличении удлинения и уменьшении относительной 

толщины разница в реакциях между пластиной и стержнем сокращается. 

Величину расхождения между стержневым и пластинным значениями 

лобовых реакций 2 2 2 2 2( ) /b p b

x x x xH R R R R      в зависимости от  , при 

фиксированном угле отклонения 1 0,2  рад, можно оценить по графикам на рис.6. 

На рис. 7 показаны зависимости 2 2xH R    от относительной толщины h .  

 

Выводы 

– при малых удлинениях расхождение  между стержневым и пластинным 

значениями лобовых реакций  2xR  существенно зависит от удлинения   и от 

относительной толщины h , при этом, чем меньше удлинение, тем больше 

зависимость от относительной толщины; 

– при увеличении удлинения    разница 2xR  снижается и при 2  близка к 0; 

– при увеличении относительной толщины h  разница 2xR  увеличивается. 

Таким образом, при определении величины реакций в узлах навески 

управляющей поверхности при удлинении 2 нет необходимости использовать 

пластинную модель. При малых удлинениях такая необходимость возникает, при 

этом, чем меньше удлинение, тем больше потребность в пластинной аналогии. 
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   а      б 

Рис. 5. 1

2 2( )xH R  зависимость лобовых реакций в среднем шарнире навески 

руля от угла отклонения управляющей поверхности 
1  при фиксированном 

удлинении  ;     а) 0,5 ;      б) 1,5 . 

 

 

Рис. 6. Расхождение между стержневым и пластинным значениями лобовых реакций 

2 2 2 2 2( ) /b p b

x x x xH R R R R      в зависимости от  . 
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Рис. 7. Расхождение между стержневым и пластинным значениями лобовых реакций 

2 2 2 2 2( ) /b p b

x x x xH R R R R      в зависимости от h . 
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