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Аннотация. Данная статья рассматривает особенности постановки контактных задач 

с мембраной и их решения в нестационарной постановке. Основное внимание 

посвящено рассмотрению осесимметричных задач, однако, алгоритм решения 

разрабатывался с точки зрения общих подходов, что позволяет использовать его и для 

решения плоских задач. Стоит отметить, что осесимметричные задачи все же будут 

иметь ряд отличительных особенностей по сравнению с плоскими задачами. Введены 

гипотезы, на основании которых базируется алгоритм решения. Представлены 

графики изменения во времени контактного давления и интенсивности 
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сосредоточенных нагрузок на краях штампа при сверхзвуковом этапе 

взаимодействия.  
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Abstract. This work is devoted to the development of an algorithm for solving contact 

problems of interaction between a rigid indenter and a membrane in an axisymmetric 

formulation. The problem assumes the presence of two stages of interaction at different 

velocity - supersonic and subsonic. The subsonic stage of contact interaction has a number 

of features, for the solution of which two hypotheses were introduced. According to these 

hypotheses, the shape of the membrane under the indenter will coincide with the shape of 

the indenter itself, and the membrane area outside the contact will take the form of a linear 

function. Note that these hypotheses are formulated in such a way that they do not apply to 

the supersonic stage of contact interaction. The introduction of the above hypotheses makes 

it possible to determine the position of the boundaries of the contact area of the indenter and 

the membrane at any time, if the displacement of the frontal point of the indenter is known. 

Further, the developed algorithm makes it possible to determine the deviations of the 

membrane points from the initial state, as well as the contact pressure under the indenter. It 

is worth noting that the expression for the contact pressure obtained in the course of solving 

the problem makes it possible to speak about the presence of both distributed and 

concentrated loads. In this case, concentrated loads will appear only if the expansion of the 

contact area coincides with the speed of sound. Based on the data obtained when solving the 

subsonic stage of interaction, we proceed to the solution at the supersonic stage. The 

problem statement will be similar to the subsonic stage. However, taking into account the 

features of the supersonic stage of contact interaction, we will assume that the deflection of 

the membrane at supersonic speeds of the indenter is completely determined by the shape 

of the indenter and the depth of its penetration. Further, taking into account the presence of 

the same carrier in the structure of the contact pressure and the shape of the indenter, the 



pressure under the indenter is determined. It is worth noting that the obtained structure of 

distributed loads under the indenter at the supersonic stage of contact interaction will 

coincide with the results obtained for the subsonic stage. Thus, we can conclude that the 

structure of the distributed pressure at different speeds of contact interaction remains 

unchanged, however, at velocity exceeding sonic, concentrated forces will arise at the 

contact boundaries. 
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Введение 

Контактные задачи в механике твердого тела изучаются на протяжении многих 

лет в различной постановке. Однако, наиболее широкое распространение получили 

задачи в стационарной постановке. К примеру, подобного рода задачами занимались 

Краснюк П.П. [1], Немирович-Данченко М.М. [2], а также Пожарский Д.А. [3]. 

Добавляя кинематическую составляющую, необходимо учитывать не только 

деформацию рассматриваемого тела в конкретный момент времени, но и ее 

функциональную зависимость от заданного закона движения ударника. Не менее 
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важно учесть особенности деформации тела, взаимодействующего с ударником. 

Постановка задачи сильно зависит не только от характера нагружения, но и от объекта 

нагружения. К примеру, можно ознакомиться с трудами [4]-[6], в которых 

рассмотрены динамические задачи в различных постановках.  

Данная работа рассматривает нестационарную контактную задачу о 

взаимодействии выпуклого штампа с мембраной в осесимметричной постановке. Для 

данного вида задач выделяют следующие этапы взаимодействия: сверхзвуковой и 

дозвуковой. Каждый этап обладает рядом особенностей, а также допускает 

возможность вводить гипотезы для его описания. В силу особенностей 

осесимметричной задачи в данной статье будет исследоваться процесс при 

координате [0; )r  .  

Постановка задачи 

 

Рис. 1. Постановка задачи 



Введем систему координат Orz , связанную с недеформируемым состоянием 

мембраны, и 1 1O r z  связанную с лобовой точкой штампа 1O и направленную по 

нормали к плоскости мембраны.  f r  – функция, описывающая форму штампа в 

системе координат 1 1O r z , при этом  0 0f  . Лобовая точка штампа 1O  движется 

перпендикулярно мембране по закону  h t  со скоростью 
 dh t

dt
. При взаимодействии 

со штампом мембрана выходит из состояния покоя. Для осесимметричной задачи 

уравнение колебаний мембраны будет зависеть только от координаты 
2 2r x y      

(Ory   –  система координат на плоскости) и времени  t .  Перемещение точек мембраны, 

отличное от плоскости, обозначим функцией  ,w r t . Если зафиксировать координату  

r , то функция  ,w w r t  будет описывать закон движения точек штампа.  Таким 

образом, скорость и ускорение штампа будут определяться частными производными 
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 соответственно. Если зафиксировать значение t ,то  функция  ,w w r t  

будет описывать распределение прогибом мембраны в указанный момент времени t .  

Учитывая выше изложенное, можно представить уравнения поперечных 

колебаний мембраны в плоскости Orz  следующим образом:  
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 – оператор Лапласа. 



где    – плотность материала мембраны,  T  – натяжение мембраны,  p  – давление на 

мембрану. 

Далее, введем систему безразмерных величин (штрихом обозначены размерные 

параметры): 

'
, , ,

r ct p L
r   p  

L L T


          (2) 

где L  – некоторый линейный характерный размер,   – безразмерное время, 
T

c 


 – 

скорость распространения колебаний в мембране. Таким образом, уравнение 

колебаний мембраны в безразмерном виде будет выглядеть согласно формуле: 
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где L  – дифференциальный оператор. Здесь и далее точкой обозначена производная 

функции по безразмерному времени  , штрихом – по безразмерной координате  r . 

В области контакта c  на мембрану действует контактное давление  ,cp r  . 

Свойства p , содержащейся в выражениях (1) и (3), описываются следующим 

образом: 

   , , ,c cp r p r r          (3) 

  На штамп действует сила со стороны мембраны, которую будем называть 

реакцией мембраны: 
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          (4) 

Уравнение движения штампа под действием  cR  : 

( )сmh R         (5) 

где ( )h  – перемещение лобовой точки штампа. 

Задача будет решаться из предположения, что в начальный момент времени 

мембрана находится в недеформируемом состоянии (6), а штамп обладает некоторой 

начальной скоростью 0 0V  , при этом, также предполагается отсутствие начального 

зазора между штампом и мембраной (7): 
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Предполагается, что на достаточном удалении от области контакта со штампом 

мембрана находится в состоянии покоя, что определяется следующими граничными 

условиями: 

lim ( ; ) 0
r

w r


       (8) 

 Далее сформулируем условие контакта, как равенство перемещений точек 

штампа и мембраны при наличие положительного контактного давления: 
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где  ,cw r   – функция, описывающая распределение перемещений точек штампа по 

координате r  в момент времени  ,  c   – граница области контакта в момент 

времени   в области контакта, которая неявно определяется из уравнения: 

         : , 0, , 0cс w c h f с p c           (10) 

Также, предполагается отсутствие касательных напряжений в области контакта 

c : 

  0, ,
T

p r p       (11) 

Таким образом, уравнения (1), (3)-(11) формируют постановку задачи и дают 

описание нестационарного контакта с мембраной в осесимметричной постановке. 

Решение задачи 

Область контакта мембраны и штампа в данной задаче предполагается как 

непрерывная: 

 : 0,c r с           (12) 

Граница области контакта при учете  0 0h   определяетcя согласно формуле 

(10). Таким образом, опираясь на предположение (12), прогиб мембраны  ,w r 

связан с погружением штампа  h   и его формой  f r  в области контакта 

следующим образом: 



       , , 0,cw r h f r r c            (13) 

Далее будем рассматривать случай дозвукового этапа контактного 

взаимодействия   1с   . Для решения задачи, введем следующие гипотезы: 

Гипотеза 1. На дозвуковом этапе взаимодействия за пределами зоны контакта 

перемещение точек мембраны принимает вид линейной функции, носитель которой 

определяется скоростью распространения волн в мембране.  

Учитывая данную гипотезу, перемещение точек мембраны на дозвуковом этапе 

взаимодействия представляется возможным записать в следующем виде: 

              , ,, Mcw r w r H c r r c rw H r H                   (14) 

В формуле (14) второе слагаемое определяет прогибы мембраны за пределами 

зоны контакта мембраны со штампом. Также, опираясь на гипотезу 1, можно 

определить перемещение точек мембраны на всей области определения с точностью 

до неизвестной границы контакта. 

Для того чтобы определить границу области контакта введем следующую 

гипотезу: 

Гипотеза 2: о производной на границе области контакта для гладких 

ударников. Производная функции нормальных перемещений мембраны на границе 

контакта совпадает с производной функции формы штампа в этой же точке: 
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Таким образом, введение гипотез 1 и 2 дает возможность определения 

положения границы  r c   в любой момент времени при известном перемещении 

лобовой точки штампа  h  . 

 

Рис. 2. Механический контакт штампа и мембраны. 

Рассматривая случай только вертикального движения штампа, достаточно 

определить только  с   из уравнения, опирающегося на геометрические 

соотношения согласно рис. 2: 
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Стоит отметить, что уравнение (17) может иметь несколько решений, в 

следствие чего следует учесть: 

 с           (18) 



Условие (18) соответствует дозвуковому этапу контактного взаимодействия 

штампа с мембраной. 

Помимо этого, гипотезы 1 и 2 позволяет определить функцию  ,Mw r  : 

         ,Mw r f c r c h f c                      (19) 

Учитывая структуру функции, описывающей перемещение точек мембраны 

(14), (17)-(19), а также структуру контактного давления на мембрану согласно (3),  

выражение (3) сформулируем следующим образом: 
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Затем определим производные функций  ,сw r  ,  ,Mw r   входящие в (20): 
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Исходя из уравнения движения мембраны получаем: 
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Таким образом, первая и вторая производные по координате описываются 

выражениями (23), а вторая производная по времени – выражением (24). 

           

         

, , ,,

,, ,

c M

c M

w r H c r w r H r H c r

w r H c r w c r

w r

w r

           





       
  (23) 

           ,, ,c Mw r H c r w Hw r r H r c r            (24) 

При учете выражения (22) получаем: 
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Тогда, подставив уравнение движения в (20), получим выражение для 

контактного давления: 
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Как видно из (26), контактное давление может содержать как распределенную 

и сосредоточенную составляющие, которые в дальнейшем будем обозначать как 

 ,Q r   и  ,P r   соответственно. 

Учитывая свойства функции  ,cw r  , а также носитель контактного давления, 

запишем уравнение для контактного давления в следующем виде: 
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Исходя из уравнения (26) стоит отметить, что на границах штампа будут 

возникать сосредоточенные силы в том случае, если скорость расширения области 

контакта будет совпадать со скоростью звука. Таким образом, учитывающее данную 

особенность слагаемое, будет выглядеть согласно выражению (28). 

      ,P r f c с r         (28) 

Говорить о возможном наличии таких сосредоточенных сил на границе штампа 

при сверхзвуковом этапе взаимодействия (   1с   ) представляется возможным 

благодаря характеру контактного взаимодействия. Скорость увеличения пятна 

контакта на сверхзвуковом этапе взаимодействия выше, чем скорость распределения 

возмущений в мембране. Опираясь на это, будем предполагать, что форма штампа 

будет полностью определять деформацию мембраны на сверхзвуковом этапе 

взаимодействия. При этом, носители контактного давление  ,p r   и перемещений 

мембраны  ,w r   будут равны. 

Учитывая вышесказанное, рассмотрим задачу о взаимодействии штампа с 

мембраной на сверхзвуковом этапе взаимодействия, в которой необходимо 

определить контактное давление  ,p r  .  

Постановка такой задачи описывается аналогично соотношениям для 

дозвукового этапа контактного взаимодействия: (1), (3)-(11). При этом, вместо 

введенных гипотез о поведении мембраны на дозвуковом этапе взаимодействия, на 

сверхзвуковом этапе контактного взаимодействия полагаем, что прогибы мембраны 

полностью определяются формой штампа и глубиной его внедрения. Данные 



рассуждения приводят к следующим выражениям для границы контакта (29) и 

перемещениям в области контакта (30). 

    

   1

0h f c

c f h

   

  
     (29) 

       

      

, , 0,

, ,c

w r h f r r c

w r w r H c r

       

    
    (30) 

Далее, опираясь на то, что прогиб мембраны и контактное давление 

    ,p r H c r    имеют одинаковый носитель, определим из (20)  ,p r  : 
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Стоит обратить внимание, что структура нагрузки  ,Q    совпадает с 

нагрузкой, полученной для дозвукового этапа контактного взаимодействия. 

Если пренебречь ускорением   0с    в выражении (31), то получится 

слагаемое аналогичное выражению (28). 

Таким образом, можно сделать вывод, что структура распределенного давления 

на сверхзвуковом и дозвуковом этапах взаимодействия остается неизменной. При 

этом, на границе области контакта при сверхзвуковом этапе взаимодействия 

контактное давление содержит сосредоточенные нагрузки. 

 



Сверхзвуковой этап контактного взаимодействия 

В качестве примера, рассмотрим задачу внедрения штампа параболической 

формы, описываемой функцией   2f r r  .  

Будем решать задачу (5), (7). Для этого определим реакцию мембраны на штамп 

 cR   согласно (4): 
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Это приводит (5), (7) к следующей задаче Коши для сверхзвукового этапа 

взаимодействия: 
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    (33) 

Где   c   определяется согласно (29): 

   с h                                          (34) 

После решения (33) с учетом (34) построим распределение контактного давления 

 ,Q r   и  ,P r   по времени на сверхзвуковом этапе взаимодействия – рисунки 3 и 4 

соответственно 



 

Рис. 3. Распределенная нагрузка 

 

Рис. 4. Сосредоточенная нагрузка. 

В рассматриваемом случае интенсивность  ,Q r   не зависит от 

пространственной координаты. При этом, стоит отметить, что график  ,P r   имеет 



естественную асимптоту в начальный момент времени. Иными словами, при 0 

значение  ,P r   стремится к бесконечности.  

Изменение реакции мембраны  cR   во времени представлено на графике ниже 

(рис. 5). 

 

Рис. 5. Изменение реакции мембраны во времени. 

Несмотря на то, что составляющие контактного давления  ,p r    могут иметь 

различные знаки (Рис.3 и Рис.4.), реакция мембраны согласно Рис. 5 направлена 

навстречу штампу, что соответствует исследуемому процессу. 
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