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Аннотация 

Рассматривается осесимметричное течение вязкого сжимаемого газа от 

источника, расположенного в вершине конуса. Проведен анализ определяющей 

системы нелинейной обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ), которые 

описывают автомодельные решения. Для разных значений параметра 

автомодельности, соответствующих различным моделям взаимодействия молекул 

газа, определены области существования решения и установлен характер 

зависимости критических характеристик течения от параметра автомодельности. 
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Введение 

Известно, что течение Гамеля в клине (стационарное движение жидкости 

между двумя плоскими стенками, наклоненными под углом друг к другу) является 

автомодельным и представляет собой один из немногих классических случаев, в 

котором удается построить точное решение уравнений Навье – Стокса для вязкой 

несжимаемой жидкости [1, 2]. Что же касается аналогичного осесимметричного 

течения в конусе, то оно оказывается неавтомодельным [3]. 

Течение типа Гамеля для случая вязкого сжимаемого газа представляет собой 

редкий случай, в котором удается получить точные решения уравнений Навье – 

Стокса. Такого рода решения изучались ранее в работах [4 – 10]. Наиболее близкими 

к теме настоящего исследования являются работы [5 – 7]. В [5] дано численное 

решение задачи об истечении газа от осесимметричного источника в канале с 

отводом/притоком массы и заданной температурой стенок. В работе [6] рассмотрена 

аналогичная задача для течения газа с граничным условием проскальзывания 

[11, 12] и температурного скачка на поверхности конуса. В недавно опубликованной 

работе авторов [7] рассмотрено автомодельное течение газа твердых сфер в конусе с 

непроницаемой границей от источника с заданным расходом. 

Другими редкими случаями точных решения уравнений Навье – Стокса 

являются работы [13 – 16]. Примерами моделирования осесимметричных струйных 

течений являются работа [17]. 

Целью настоящей работы является исследование задачи об истечении газа из 

источника, расположенного в вершине конуса для различных моделей 

взаимодействия молекул газа. Полученные точные автомодельные решения могут 



быть использованы для верификации численных схем, применяемых при расчете 

элементов летательных аппаратов, а также при проектировании диффузоров 

аэродинамических труб.  

Постановка задачи 

Следуя работе [7], рассмотрим радиальное течение вязкого сжимаемого 

совершенного газа в конусе с углом полураствора α. На рис. 1 изображена схема 

течения (истечение газа с расходом Q происходит из вершины конуса). 

 

Рис. 1 Схема течения Гамеля в конусе 

 

В сферических координатах (
*r , θ, φ) уравнения движения имеют вид 
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Здесь использованы стандартные обозначения для термодинамических 

переменных (
* *, , ,* *T p S – плотность, температура, давление и энтропия единицы 

массы) и коэффициентов переноса (
*  – коэффициент сдвиговой вязкости, *  –

 коэффициент теплопроводности). Течение в конусе предполагается радиальным, 

так что вектор скорости 
*( , 0, 0)u*

V . Компоненты тензора напряжений   

определяются следующими соотношениями: 
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Перейдем к безразмерным переменным , u,T, P, r . В качестве масштабов 

выберем значения 
*

0,
* *

0 0u ,T в некоторой произвольной точке 
* *

0r = r  на оси конуса 

0  , к примеру 0/u u u  . Величину 
*

0r  можно условно назвать «радиусом 

источника». В задаче встречаются безразмерные параметры подобия: число 

Прандтля, отношение теплоемкостей /p vc c  , число Рейнольдса 
* *

0 0 0Re /* *

0 0u r  , 

число Маха * *

0 0 0M /u RT  , а также дополнительный геометрический параметр 

подобия α. Здесь R – универсальная газовая постоянная, а через 
*

0  обозначено 

значение вязкости при 
* *

0T =T .  

Коэффициент объемной вязкости ζ будем считать равным нулю. Исследование 

общего случая ζ≠0 не вносит ничего принципиально нового и оказывается просто 



более громоздким. Заметим также, что в тех случаях, когда изучается одноатомный 

газ, необходимость в предшествующем предположении отпадает, поскольку 

равенство ζ=0 является известным следствием кинетической теории [18]. Кроме 

того, число Прандтля * *Pr /pc    в одноатомном газе близко, а для 

максвелловских молекул в точности равно 2/3 [18]. Поэтому далее газ будем 

предполагать одноатомным, подчиняющимся уравнению состояния 
* **p RT  , 

тогда 
* */ 4 /15R   . 

Коэффициенты переноса предполагаем зависящими от температуры по 

степенному закону Фроста . В случае более сложной зависимости 

коэффициентов переноса от температуры, например, при выполнении закона 

Сазерленда, точного решения отыскать не удается. Таким образом, автомодельное 

решение ищем в виде: 

    (6)  

При подстановке соотношений (6) в уравнения (1) – (5) приходим к  необходимому 

условию согласования: 

2 1mk = . 

Как показано в [7], исходные уравнения при этом редуцируются к системе ОДУ:  
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с краевыми условиями на оси при 0   
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и на поверхности конуса при     

      0,  wu T T               (11) 

Краевая задача (7)–(11) была исследована численно в работе [7] для случая 

течения газа твердых сфер, т.е. при 1/ 2k  (см., например, [18, 19]), что 

соответствует значению параметра автомодельности 1m  . Там же было 

установлено, что для существования автомодельного решения достаточно задания 

любых двух их пяти определяющих параметров 0 0, Re , M , , wT Q . Кроме того 

обнаружено, что имеет место ограничение на величину угла полураствора конуса   

и значение числа Маха 0M . Установлено, что при угле * 0.9   ( 52 град ) 

нарушается условие сплошности среды, а максимальное число Маха 0M 2.2  

достигается на оси конуса при 0 . 

Численное исследование автомодельного течения типа Гамеля при различных 

значениях параметра m  

Рассмотрим систему уравнений (7) – (11) при значении параметров 

автомодельности: 1/ 2m   ( 1k  ) и 0.66m   ( 0.76k  ). Первая комбинация 

параметров соответствует модели взаимодействия максвелловских молекул, вторая 



комбинация соответствует общеизвестной эмпирической модели Фроста, (
0.76~ T ). 

Для решения нелинейной системы ОДУ (7)–(9) используется численный метод, 

предложенный в работе [20]. Как и в рассмотренном ранее в работе [7] случае газа 

твердых сфер ( 1, 1/ 2m k  ), решение уравнений существует только при 

определенной комбинации определяющих параметров задачи 0 0( , Re , M , , )wT Q . 

Для каждой заданной комбинации чисел Маха и угла полурастрова конуса 

находим соответствующее число Рейнольдса и безразмерную температуру на 

стенке. Как и в случае газа твердых сфер, при увеличении угла полураствора   до 

значения * , число Кнудсена 0 0Kn M / Re  стремится к единице, что нарушает 

предположение сплошности среды (Kn ~1). При дальнейшем увеличении   до 

значения *  температура на стенке уменьшается до нуля и решение системы 

определяющих уравнений перестает существовать. Решение имеющее физический 

смысл существует при углах *  . 

При увеличении числа Маха 0M  вплоть до некоторого значения 
*

0M  

температура на стенке, как и в случае увеличения угла  , стремится к нулю. Это 

обстоятельство приводит к ограничению на диапазон допустимых чисел 0M . 

Полученные приближенные значения 
*

0M  для различных углов полурасторва при 

0.5m  , 0.66m   и 1m   представлены на рис. 2. Откуда видно, что 
*

0M  стремится 

к некоторому максимальному значению 
*

0maxM , которое достигается при 0 . 



На рис. 3, 4 представлены зависимости критических параметров: *

0maxM  – 

максимально возможное число Маха, *  – угол, при котором Kn 1  и *  – угол, 

при котором решение системы (7) – (11) перестает существовать. 

 

Рис. 2 Зависимость 
*

0M  от угла   при различных значениях параметра 

автомодельности 

 

Рис. 3 Максимально возможное число Маха 
*

0maxM  в зависимости от m  



 

Рис. 4 Максимально возможные углы *  и *  в зависимости от m  

Как видно из данных графиков, значения критических параметров в 

рассматриваемом диапазоне 0.5 1m   уменьшаются с ростом m , т.е. при 

уменьшении параметра m  (или увеличении k ) автомодельное решение существует 

в более широком диапазоне значений угла полураствора   и числа Маха 0M . 

Решения, соответствующие значениям параметра автомодельности 0.5m   

или 1m   не представляют физического интереса. Тем не менее, несложно 

проанализировать вид уравнений (7) – (9) при m  ( 0k  ) или 0m  ( k  ). 

Оказывается, что в обоих случаях решение краевой задачи (7) – (11) не существует, 

поскольку уравнения вырождаются – имеют тривиальное решение: , , constu T p  , 

которое не удовлетворяет граничным условиям. 

 

Заключение 

Рассмотрено осесимметричное автомодельное стационарное течение вязкого 

теплопроводного газа в конусе при различных значениях параметра 

автомодельности m . Как и в случае течения газа твердых сфер 1m , установлено, 



что решение соответствующей краевой задачи существует при задании любых двух 

из пяти 0 0( , Re , M , , )wT Q  определяющих параметров. Найдены критические 

значения числа Маха 0M  на оси конуса и угла полураствора конуса  . Построены 

диаграммы зависимости критических характеристик * *

0max 0maxM =M ( )m , * *( )m   и 

* *( )m  . 
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