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Abstract. Boundary conditions selection is a nontrivial task when calculating flows 

of high dynamic non-equilibrium. Dynamic non-equilibrium is being understood in the 

context of this work as a gas state, in which the velocity distribution function of molecules 

has significant deviations from the Maxwell distribution function. The moment models, and 

the moment model of the incomplete second order in particular, better known as the Navier-

Stokes-Fourier model (NSF), are well reputed for the gas-dynamic parameters determining 

of this sort of flows. It is a well-known fact that boundary conditions of adhesion (the 

velocity on a solid surface is assumed to be zero), which wield the physically adequate 

results for both equilibrium and weakly non-equilibrium flows are being widely used for 

this model. With an increase in the degree of non-equilibrium (the product of the Mach 

number by the Knudsen number), the boundary conditions of adhesion cease to adequately 
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describe the flow and wield qualitatively incorrect results. Employing boundary conditions 

of sliding velocity and temperature jump helps expanding the NSF model application. 

However, under the high non-equilibrium conditions, the NSF model with sliding boundary 

conditions predicts a coefficient of friction above the theoretical limit. 

Kinetic equations, which explicitly describe interaction of the gas with a surface, 

allow adequately describing this interaction. But kinetic equation application for the 

transition region of flows (Knudsen number Kn ≈ 1) is rather uneconomical in terms of 

computing resources. 

The presented article proposes recommendations for the above said models and 

boundary conditions application for a wide range of both Mach and Knudsen numbers. 

Numerical experiments were conducted on the example of the Couette flow. 

Keywords: moment equations, kinetic equation, nonequilibrium flows, Couette flow, 

boundary conditions 
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Введение 

Задачи, требующие решения в современной аэрокосмической технике, лежат в 

довольно широком спектре чисел Маха и чисел Кнудсена. Произведение этих 
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критериев подобия дают количественную оценку, имеющую название «степени 

неравновесности». 

Характерной особенностью неравновесного потока газа, является то, что 

энергия, как внутренних, так и поступательных степеней свободы молекул, 

распределена неравномерно. В пристеночных областях могут возникать 

нехарактерные для гидродинамического описания эффекты, например, немонотонное 

изменение характеристик газа вдоль обтекаемой поверхности [1]. 

Исследования такого рода течений на газодинамическом уровне может 

приводить к количественно, а в отдельных случаях к качественно неверным 

результатам. Это показывает несостоятельность сплошносредных подходов и 

соответствующих им граничных условий для исследования течений высокой 

неравновесности. Кинетические модели явно описывают физический процесс 

взаимодействия молекул газа с молекулами твёрдой поверхности, но кинетический 

подход крайне неэкономичен в смысле потребления вычислительных ресурсов. 

Сохранить баланс в плане точности и экономичности, помогают системы 

моментных уравнений. В их основе лежит то или иное кинетическое уравнение, из 

которого при помощи функции распределения специального вида получают 

замкнутую систему дифференциальных уравнений, которые и называются 

моментными уравнениями, относительно макроскопических переменных. Такие 

модели одновременно помогают сократить время численных расчётов и описать 

молекулярные процессы, протекающие в газе. 
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Из-за неизвестности достаточного количества граничных условий на твердой 

поверхности вытекает основная трудность при постановке граничных условий для 

моментных уравнений. Грэд, в работе [2], основываясь на молекулярно-кинетической 

теории газов, впервые получил такие граничные условия, но допуская сильные 

упрощения. Дальнейшее исследования граничных условий для систем моментных 

уравнений проводились в работах [3, 4, 5]. 

 Строго формулируются граничные условия лишь для гидродинамической 

модели Навье-Стокса-Фурье (НСФ), которая является системой моментных 

уравнений неполного второго порядка. Стоит отметить тот факт, что условиях 

сильной неравновесности модель сплошной среды НСФ, с соответствующими 

граничными условиями, существенно завышает коэффициент трения на твёрдой 

поверхности, что будет показано в настоящей работе. 

Экспериментальные и теоретические работы (см., например, [6, 7, 8]) 

показывают, что размер неравновесных пристеночных зон ограничен несколькими 

длинами свободного пробега молекулы газа. Вне этих зон течение может считаться 

достаточно близким к равновесному. 

Ранее автором предложена комбинированная модель течения, которая 

использует кинетическое уравнение в пристеночной области с кинетическими 

граничными условиями, а в остальной области использует модель НСФ [9, 10]. Такое 

комбинирование гидродинамической и кинетической моделей позволило 

существенно улучшить решение в пристеночной области. Особое внимание стоит 
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обратить на отсутствие излома в области сшивания моделей, который характерен для 

методов сшивания, предложенных в ряде работ, например, [11, 12]. 

В работе [13] показано влияние увеличения порядка гидродинамической 

(моментной) модели на точность получаемого решения. Сделан вывод о том, что 

повышение порядка не приводит к существенному улучшению точности и для 

практических задач достаточно использовать модель неполного 2-го порядка. 

Цель настоящей работы – сравнение различных граничных условий на твёрдой 

стенке для гидродинамической и кинетической моделей. В качестве тестовой задачи 

выбрано плоское течение Куэтта, а для величины сравнения – относительный 

коэффициент трения. Для гидродинамической модели НСФ выбирались граничные 

условия прилипания и скольжения пограничного слоя. Для кинетической модели – 

диффузный закон отражения молекул от твёрдой стенки. 

Такая постановка задачи позволит: 

 Оценить адекватность граничных условий при описании неравновесных 

течений в широком интервале чисел Маха и чисел Кнудсена. 

 Дать рекомендации при выборе граничных условий на твёрдой 

поверхности для обеспечения удовлетворительной точности и 

экономичности в широком спектре степени неравновесности газового 

потока. 

1. Гидродинамическая и кинетическая модели течения 

Модель гидродинамического приближения НСФ является системой моментных 

уравнений неполного 2-го порядка. В общем случае, эта система уравнений может 
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быть представлена в виде [14, 15] (повторяющиеся греческие подстрочные индексы 

подразумевают суммирование от 1 до 3): 

 

 

(1) 

 

(2) 

 

В этих выражениях: 

𝜌, 𝑢𝑖 , 𝑇–плотность, скорость и термодинамическая температура газа; 

𝑃𝑖𝑗 = 𝑝𝑖𝑗 + 𝛿𝑖𝑗𝑝–тензор напряжений, 𝑇𝑖𝑗 =
𝑃𝑖𝑗

𝜌𝑅
–удельные напряжения; 

𝑝, 𝑝𝑖𝑗 – давление и тензор неравновесных напряжений; 

𝑞𝑖 – вектор теплового потока; 

𝜇 = 𝜇(𝑇𝑠)–коэффициент вязкости, –свободный параметр модели; 

ℎ–свободный параметр модели, имеющий смысл отношения времени 

поступательно-вращательной релаксации к времени поступательно-поступательной 

релаксации энергии молекул, в настоящей работе принят ℎ = 5; 

 
  
 

  
 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+

𝜕𝜌𝑢𝛼

𝜕𝑥𝛼
= 0

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑡
+ 𝑢𝛼

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝛼
+

1

𝜌

𝜕𝑃𝑖𝛼

𝜕𝑥𝛼
= 0

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝑢𝛼

𝜕𝑇

𝜕𝑥𝛼
+ (𝛾 − 1)𝑇𝛼𝛽

𝜕𝑢𝛼

𝜕𝑥𝛽
+

1

𝑐𝑣𝜌

𝜕𝑞𝛼

𝜕𝑥𝛼
= 0

 

𝑝𝑖𝑗 = −𝜇
𝜕𝑢∗

𝜕𝑢∗
+ 𝛿𝑖𝑗

2

3
𝜇  1 −

5 − 3𝛾

2
ℎ 

𝜕𝑢𝛼

𝜕𝑥𝛼
 

𝑞𝑖 = −
𝑐𝑝

𝑃𝑟
𝜇

𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑖
. 
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𝑐𝑣, 𝑐𝑝, 𝛾, 𝑅–изохорная и изобарная теплоёмкости, показатель адиабаты, удельная 

газовая постоянная. 

В качестве условий взаимодействия газа с твёрдой поверхностью для модели 

НСФ использовались условия прилипания на стенке и условия скольжения 

пограничного слоя [3]. 

В качестве кинетической модели выбрано модельное кинетическое уравнение 

многоатомных газов [16]. 

 

(4) 

В этом выражении: 

𝜉𝑖 – молекулярная скорость (координата пространства скоростей); 

𝜏𝑝 =
𝜇

𝑝
 – время релаксации напряжений; 

𝑓 ≡ 𝑓(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝜉1, 𝜉2, 𝜉3, 𝜀) – функция распределения молекул по скоростям, 

фазовое пространство, которой дополнено подпространством вращательной энергии 

молекулы 𝜀. 

После формального интегрирования по пространству вращательных энергий (4) 

может быть приведено к двум уравнениям: 

 

(5) 

Здесь: 

𝜕𝑓

𝜕𝑡
+ 𝜉

𝛼

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝛼

=
𝑓+ − 𝑓

𝜏𝑝

 

𝜕

𝜕𝑡
 
𝑓𝑡

𝑓𝑟
 + 𝜉𝛼

𝜕

𝜕𝑥𝛼
 
𝑓𝑡

𝑓𝑟
 =

1

𝜏𝑝
 
𝑓𝑡

+ − 𝑓𝑡

𝑓𝑟
+ − 𝑓𝑟

 . 
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𝑐𝑖 = 𝜉𝑖 − 𝑢𝑖 – тепловая скорость движения молекул; величина 1/Zпредставляет 

долю неупругих столкновений по отношению к общему числу столкновений молекул. 

Для постановки граничных условий на твёрдой поверхности для кинетической 

модели достаточно задать закон взаимодействия молекул газа с этой поверхностью. 

Для настоящей работы выбран закон диффузного отражения газовых молекул с 

полной аккомодацией энергии. Такая постановка граничных условий адекватна 

физическим процессам, протекающим на поверхностях с шероховатостью [3]. 

 

2. Тестовая задача 

Для сравнения значений коэффициентов трения, полученных моделей с 

различными граничными условиями, выбрано плоское течение Куэтта. Для такого 

течения существует множество исследовательских работ, как экспериментальных, 

так и теоретических [17, 18]. В качестве численного метода использован алгоритм 

𝑓𝑡 =  𝑓𝑑𝜀 ; 𝑓𝑟 =  𝜀𝑓𝑑𝜀 ;  

𝑓𝑡
+ =

𝑛

(2𝜋𝑅𝑇𝑡
+)3/2

𝑒𝑥𝑝  −
𝑐𝛼𝑐𝛼

2𝑅𝑇𝑡
+  1 +

𝜑𝛼𝑐𝛼

3𝜌(𝑅𝑇𝑟
+)2

 
𝑐𝛼𝑐𝛼

5𝑅𝑇𝑡
+ − 1  ; 

𝑓𝑡
+ =

5 − 3𝛾

2(𝛾 − 1)
𝑘𝑇𝑟

+𝑓𝑟
+; 

𝑇𝑡
+ = 𝑇 +

5 − 3𝛾

2
 1 −

1

𝑍
 (𝑇𝑡 − 𝑇𝑟); 𝑇𝑟

+ = 𝑇 −
3

2
(𝛾 − 1)  1 −

1

𝑍
 (𝑇𝑡 − 𝑇𝑟); 
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Томаса [19, 20, 21]. Ниже на рис. 1 схематически проиллюстрировано течение и 

система координат, используемая в работе. 

 

 

Рис. 1. Схема тестовой задачи 

Две плоские бесконечные поверхности движутся в противоположных 

направлениях оси ОХ с относительной скоростью uw. Температура поверхностей – 

Tw. Плотность газа и концентрация молекул в невозмущённом течении имеют 

значения 𝜌0 и 𝑢0. 

Средняя длина свободного пробега молекулы в невозмущённом (неподвижном) 

газе: 

 

Числа Маха и Кнудсена определены как: 

 

𝜆0 =
𝜇0

𝜌0 𝑅𝑇𝑤

. 

𝑀 =
𝑢𝑤

 𝛾𝑅𝑇𝑤

; 𝐾𝑛 =
𝜇0

𝜌0 𝑅𝑇𝑤

1

𝐿
, 
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здесь 𝜇0 – коэффициент вязкости, рассчитанный по температуре 𝑇𝑤. 

Варьирование числами Маха и Кнудсена позволяет изучать течения различной 

степени неравновесности, которая определяется как произведение этих чисел. 

Для удобства анализа различных граничных условий используется отношение 

коэффициента трения 𝑐𝑓к его свободномолекулярному пределу 𝑐𝑓𝑚: 

𝑐𝑓

𝑐𝑓𝑚
= 2

|𝑃12|

𝜌(2𝑢𝑤)2
√

𝜋

2

2𝑢𝑤

 𝑅𝑇𝑤

, 

здесь 𝜌 – средняя по толщине зазора плотность газа, 𝐿–расстояние между пластинами. 

3. Результаты численных расчётов 

Свободные параметры для моделей s, h и Z были подобраны в ранней работе 

[10]. На начальном этапе расчётов, для валидации и сравнения различных моделей 

были использованы экспериментальные значения коэффициента трения, полученные 

в интервале чисел Кнудсена – Kn 0.01…10 при фиксированном числе Маха М=1.4 

[11]. Результаты этого сравнения проиллюстрированы на рис.2. Здесь и на следующих 

рисунках цвета соответствуют: красный – НСФ с условиями прилипания, синий – 

НСФ с условиями скольжения пограничного слоя, чёрный - модельное кинетическое 

уравнение с диффузным законом отражения молекул от поверхности. 
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Рис. 2. Зависимость коэффициента трения от числа Кнудсена. Число Маха 

M=1.4. Кружки – экспериментальные данные [11]. 

Сравнение зависимостей коэффициента трения от числа Кнудсена показывает 

физическую несостоятельность модели НСФ с граничными условиями прилипания 

при росте числа Кнудсена. Удовлетворительное совпадение с экспериментом даёт 

модель НСФ с условиями скольжения пограничного слоя. Однако при высоких 

значениях степени неравновесности течения, величины отношений коэффициентов 

трения выше теоретического предела, что, очевидно, не верно. 

Далее показаны результаты расчётов отношений коэффициентов трения 

различными моделями для дозвуковых, трансзвуковых, сверхзвуковых и 

гиперзвуковых чисел Маха, в широком диапазоне чисел Кнудсена. 
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Рис. 3. Зависимость коэффициента трения от числа Кнудсена. М=0.1 

 

Рис. 4. Зависимость коэффициента трения от числа Кнудсена. М=0.5 
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Рис. 5. Зависимость коэффициента трения от числа Кнудсена. М=1 

На приведённых выше иллюстрациях, показаны графики зависимости 

отношения коэффициентов трения от числа Кнудсена для дозвуковых  

(M=0.1, 0.5) и трансзвуковых (M=1) чисел Маха. Из иллюстраций можно заметить, 

что для малых чисел Кнудсена значения коэффициентов для всех моделей 

практически совпадают. Это объясняется тем, что при малых числах Кнудсена модель 

НСФ теоретически обоснована. С увеличением числа Кнудсена модель НСФ с 

граничными условиями прилипания имеет наибольшее отклонение от кинетического 

решения, которое можно считать эталонным. Модель НСФ с граничными условиями 

скольжения пограничного слоя имеет удовлетворительное совпадение со значениями, 

полученными с помощью кинетической модели, даже при высоких числах Кнудсена. 
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Рис. 6. Зависимость коэффициента трения от числа Кнудсена. M=3. 

Из рис. 6 видно, что повышении числа Маха до сверхзвуковых значений не дает 

преимуществ кинетическим граничным условиям для течений с малым числом 

Кнудсена. Однако, для переходных течений заметное отклонение начинает 

показывать и модель НСФ с граничными условиями скольжения пограничного слоя. 

 

Рис. 7. Зависимость коэффициента трения от числа Кнудсена. M=5. 
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Для течений разреженного газа с гиперзвуковыми скоростями, физически 

адекватные величины для отношений коэффициентов трения дает лишь кинетическая 

модель с описанием взаимодействия газа с твёрдой поверхностью на молекулярном 

уровне, что показано на рис. 7. Для высоких чисел Кнудсена модель НСФ с 

граничными условиями скольжения погранслоя даёт значения отношения 

коэффициентов трения выше значения теоретического предела, что является 

физически неверным. 

Заключение 

Результаты расчетов коэффициента трения показывают: 

- граничные условия прилипания могут быть использованы при Kn < 0.1; 

- граничные условия скольжения погранслоя применимы для сверхзвуковых течений 

до Kn < 1, и для гиперзвуковых течений до Kn < 0.1. 

В остальных областях, определяемых числами Маха и Кнудсена, целесообразно 

использовать комбинированные кинетико-гидродинамические модели [10, 11, 22]. 
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