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Аннотация. На базе использования метода дискретных вихрей рассматриваются 

особенности обтекания дугообразного крыла на дозвуковых скоростях. Показана 

важность учёта кривизны дугообразного крыла на всех этапах расчёта. Построена 

методика, позволяющая проводить определение распределения аэродинамической 

нагрузки по дугообразным крыльям различных схем и значения коэффициентов 

подъемной силы. 

Ключевые слова: обтекание, аэродинамическая нагрузка, дозвуковая скорость, 

дугообразное крыло, кривизна, метод дискретных вихрей, густота сетки, подъемная 

сила 

Егоров.doc
mailto:egorov_ff@rambler.ru


 2 

Для цитирования: Егоров И.А. Учёт особенностей обтекания дугообразных 

крыльев на этапе проектирования // Труды МАИ. 2022. № 123. DOI:10.34759/trd-

2022-123-06  

 

 

TAKING INTO ACCOUNT THE FEATURES OF THE FLOW 

AROUND THE ARC-SHAPED WINGS AT THE DESIGN STAGE 

 

Igor A. Egorov  

Moscow Aviation Institute (National Research University), 

Moscow, Russia 

egorov_ff@rambler.ru 

 

Abstract. Currently, arc-shaped wings are widely used for small-sized missiles. Therefore, 

techniques are needed to determine the aerodynamic characteristics of such wings, 

primarily the lift coefficient. 

1.The peculiarity of the arc-shaped wing flow is reduced to three aspects 

Reduction of local angles of attack 

2. Reduction of the "useful" component of the local lifting force of the panel 

3.The convergence of the wing panels, and the amplification of the mutual influence of the 

panels. 

Consideration of all these aspects is possible when using the discrete vortex method. 

The wing is divided into panels with a given pitch in span and chord. In each panel 

there is a Π-shaped vortex. 
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When determining the geometric parameters that determine the position of the wing 

point relative to the vortex, it is necessary to take into account the curvature of the wing. 

Two schemes of arc-shaped wings are considered: with an opening angle of 90° and 

with an opening angle of 135°. 

The scheme with an opening angle of 90° is taken as the basis for consideration. 

The transition to a scheme with an arbitrary opening angle is reduced to a simple 

recalculation of coordinates. 

The calculation is performed in the following sequence: 

1.The coordinates of the wing points in space are calculated. 

2.The parameters of discrete vortices in space are determined. 

3.A matrix of coefficients of the system of equations is formed. 

4.The angles of attack are determined taking into account the spatial orientation of the 

wing element 

5.The circulation values and the value of the wing lift coefficient are determined. 

The calculation results for a rectangular wing are presented. 

The wing is divided into 24 panels. 

Mach number M = 0.8, angle of attack α = 1º. 

The conclusion: 

1.The discrete vortex method is very convenient for constructing an arc-shaped wing 

calculation model. 

2.Acceptable calculation accuracy can be obtained already with a large grid. 

3.The greatest influence on the accuracy of the calculation has an increase in the density of 

the grid along the span 
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4.To obtain acceptable accuracy, the curvature of the arched wing must be taken into 

account at all stages of the calculation 

5.An arched wing with an opening angle of 135° has bearing characteristics close to those 

of a flat wing 

Keywords: lift, wings, arcing, discrete vortices, interference 
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В связи с широким распространением дугообразных крыльев для 

малогабаритных летательных аппаратов [1,2,3,4], возникает потребность в 

разработке проектировочных методик для определения их аэродинамических 

характеристик, в первую очередь коэффициента подъемной силы. Такая 

потребность может возникнуть и при решении специальных задач [5,6,7]. 

Особенность обтекания дугообразного крыла сводится к трем аспектам: 

1. Уменьшение местных углов атаки 

ii  cos .       (1) 

α – угол атаки летательного аппарата 

2. Уменьшение «полезной» составляющей местной подъемной силы панели 

(рис.1). 
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Рис.1 Разложение нормальной силы элемента дугообразного крыла. 

iii YY cos1       (2) 

3. Сближение панелей крыла, в силу его кривизны, и усиление взаимного влияния 

панелей.  

Учёт всех этих аспектов возможен при использовании метода дискретных 

вихрей. Моделирования обтекания с помощью вихрей получило широкое 

распространение в аэродинамике [8, 9]. Существует много способов моделирования 

обтекания с помощью вихрей [10]. Как отмечается в [11], численный метод 

дискретных вихрей, изложенный в [12], широко используется для расчета 

аэродинамических характеристик при дозвуковых скоростях Показана его высокая 

точность при расчете аэродинамических производных крыльев различной формы в 

плане [13]. 

Применение метода дискретных вихрей для определения аэродинамических 

характеристик плоского крыла описано во многих источниках, например в 

[10,14,15], для деформированного крыла в [14,15,16,17,18], для крыла специального 

исполнения в [19]. Несмотря на различную реализацию метода, принцип расчета 

остается неизменным. 

Общая схема решения задачи 
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Рис.2 Разбиение развёртки крыла на панели 

Используется разновидность сеточного метода, который широко применяется 

в аэродинамике для решения разнообразных задач [20]. Крыло разбивается на 

панели с заданным шагом по размаху (Δz) и хорде (Δx). В каждой панели 

располагается П-образный вихрь (рис.2). 

Каждый П-образный вихрь состоит из трех прямолинейных вихрей: AB, DC и 

CD (рис. 3). 

Отличие от расчета коэффициента подъемной силы плоского крыла, помимо 

учета соотношений (1), (2), заключается в учете кривизны крыла при определении 

геометрических параметров R, θ1 и θ2, определяющих положение расчетной точки 

крыла относительно прямолинейного вихря (R – расстояние от расчетной точки 

крыла до прямолинейного вихря, θ1 и θ2 – углы между радиусами-векторами, 

определяющими положение расчетной точки крыла относительно концов 

прямолинейного вихря). 
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Рис.3 Координаты расчетных точек 

 

Рассмотрению подлежат две схемы дугообразных крыльев: с углом раскрытия 

ω = 90° (рис.4 а) и схему с углом перераскрытия ε (рис. 4 б). Наибольшее 

распространение получила схема с углом перераскрытия ε=45° (угол раскрытия ω = 

135°), как наиболее близкая к схеме с плоским крылом (4). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.4 Схемы дугообразных крыльев 

 

За основу рассмотрения целесообразно принять схему: с углом раскрытия ω = 

90°, так как переход к схеме у произвольным углом перераскрытия сводится к 

простому пересчёту координат. 

Определение координат расчетных точек 

Расчёт выполняется в следующей последовательности: 

ε 

ω 

ω 
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1. Рассчитываются координаты расчетных точек правой консоли (рис. 5):  

z1N, xN, xVN, z1CN, z1BN,   φN,  φCN, φBN, где N – номер панели. 

В координатах консоли: 

 5,01  jzz N  ;      25,0 ixxN ;      

 75,0 ixx NV ;   zzz NCNB 1 ;    jzz NC 1 . 

В пространстве: 

R

z N
N

1 ;    
R

z BN
BN

1 ;    
R

z CN
CN

1 ; 

NN Rz sin ;          NN Ry cos1 ; 

CNCN Rz sin  ;       CNCN Ry cos1 ; 

BNBN Rz sin ;        BNBN Ry cos1 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.5 Система координат дугообразного крыла. 

 

2. Определяются координаты расчетных точек левой консоли: 
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xN+Nп = xN ;    xVN+Nп = xVN ; 

zN+Nп = - zN ;      уN+Nп = - уN ; 

zСN+Nп = - zВN ;   уСN+Nп = - уВN ; 

zВN+Nп = - zСN ;   уВN+Nп = - уСN ; 

NNпN    ; NBNпNB    ; NCNпNC   , 

где Nп – количество панелей правой консоли 

Определение параметров дискретных вихрей 

Вихрь 1 (ВС) 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.6 Определение параметров вихря ВС. 

 

Учитывая, что прямая ВС (рис. 6) лежит в плоскости уz, выражение для 

определения расстояния от i – той расчетной точки крыла до вихря ВС, 

расположенного в панели с номером j, запишется следующим образом [21]: 
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Здесь: m, n – параметры направляющего вектора прямой ВС. 

 

m = уСj - уВj;        n = zCj - zBj. 

 

Знак параметра RBC определяется знаком разности  ivj xx  . 

Таким образом, если  ivj xx  <0, RBC = - RBC 

Знак параметра RBC определяет направление скорости, индуцируемых вихрем 

(вверх или вниз). 

Угол между направлением вихря ВС и линией NВ, соединяющей расчётную 

точку i-той панели с точкой начала вихря В [21]: 
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Для прямой NВ: 

 

l2 =хi –хvj; ;     m2= yi –уВj;     n2 = zi –zВj. 
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Аналогично определяется угол θ2 между направлением вихря ВС и линией NС, 

соединяющей расчётную точку i-той панели с точкой конца вихря С: 

Для прямой NС: 

 

l2 =хi –хvj;;   m2= yi –уСj;   n2 = zi –zСj . 

 

Вихрь 2 (AB) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.7 Определение параметров вихря АВ. 

 

Расстояние между точкой N и вихрем АВ в панели j (рис. 7): 
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Eсли  iBj zz  < 0, RNАВ = - RNАВ 

Косинус угла между направлением вихря AB и линией NA, соединяющей 

точку N с точкой A начала вихря: 

11 Cos  

Косинус угла между направлением вихря AB и линией NB, соединяющей 

точку N с точкой B конца вихря: 

 

2

2

2

2

2

2

2
2

nml

l
Cos


    (3) 

l2 = xvj – xi ;   m2 = уBj – уi ;  n2  = zBj – zi . 

 

Вихрь 3 (CD) 

Схема определения параметров вихря аналогична рис.7 с заменой обозначения 

точек вихря A,В на С,D. 

Расстояние между точкой N и вихрем CD в панели j: 

 

   22

CjiCjiNCD yyzzR   

Eсли  Cji zz  < 0, RNCD = - RNCD 

Косинус угла между направлением вихря CD и линией NC, соединяющей 

точку N с точкой C начала вихря определяется по формуле (3) со следующими 

параметрами: 
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l2 = xi - xvj;   m2 = уi - уСj; n2  =  zi - zСj. 

 

12 Cos  

 

Формирование матрицы коэффициентов системы уравнений 

Далее проводятся стандартные для метода дискретных вихрей операции по 

формированию матрицы параметра скорости.  

В каждой расчетной точке крыла (i) значение параметра скорости, 

индуцируемой вихрем (j) определяется суммированием  

 

ijijijij VVVV 321

~~~~
  

 

ijijij VVV 321

~
,

~
,

~
  − значения параметров скоростей, индуцируемых вихрями BC, 

AB и CD, расположенными в панели j в расчётной точке, расположенной в панели i 

крыла. 

Параметр скорости, индуцируемой вихрем n в точке крыла 

 

n

nn
n

R
V 21 coscos~  
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nR   - расстояние вихря от расчётной точки крыла, n1cos - косинус угла между 

направлением вихря и линией, соединяющей расчётную точку крыла с точкой 

начала вихря, n2cos  - косинус угла между направлением вихря и линией, 

соединяющей расчётную точку крыла с точкой конца вихря 

Система уравнений метода дискретных вихрей: 
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N –общее количество панелей разбиения крыла, αi – угол атаки в i-той 

расчетной точке, j  – циркуляция вихря j. 
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относительный параметр скорости, индуцируемой в точке крыла i 

вихрем j,    

. V ∞  – скорость набегающего потока. 

 

а)                                                                          б) 

i 

φi 

Y1i 
Yi 

ψi=φi φi 

Y1i 

Yi 

ψi=φi-ε 



 15 

 

 

 

 

Рис.8 Разложение нормальной силы элемента дугообразного крыла для 

различных углов раскрытия 

Угол атаки αi определяется по формуле (1). При этом для угла раскрытия 90° 

(рис.8 а) ψi=φi, а при угле раскрытия 135° (рис.8 б)  ψi=φi – ε. 

 

Определение значения коэффициента подъемной силы дугообразного крыла 

По полученным из решения системы уравнений значениям циркуляции, 

можно определить значение коэффициент подъемной силы крыла: 
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S – площадь крыла. 

Результаты расчета по изложенной методике для крыла, изображённого на 

рис.9 с разбиением, изображённым на рис. 2, числа Маха М = 0,8 и угла атаки α = 1º 

приведены на рис.10, рис.11. 

 

 

 

 
30 мм 

15 мм 
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Рис.9 Размеры развёртки крыла 
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Рис.10 Распределение циркуляции по полуразмаху для различных крыльев (j -

номер панели вдоль размаха) 
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Рис.11 Распределение циркуляции по хорде для различных крыльев (i – номер 

панели вдоль хорды) 
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Рис.12 Значения коэффициента подъёмной силы различных крыльев 

 

Примечание: полученное значение коэффициента подъёмной силы плоского 

крыла хорошо согласуется с данными графиков, приведённых в [22], расхождение 

составляет 4,5 %, а при увеличении количества панелей разбиения крыла вдоль 

полуразмаха до 8 расхождение снижается до 0,6%. 
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Рис.13 Зависимость точности расчёта от густоты сетки вдоль размаха 

Как видно из рис.10 и рис.12, дугообразного крыло с углом раскрытия 135° 

является приближённой аппроксимацией плоского крыла (подъёмная сила 

составляет 83% подъёмной силы плоского крыла.). 

Как показано на рис.13, при увеличении количества панелей разбиения крыла 

с 24 до 48 за счёт уменьшения шага разбиения вдоль размаха, значение 

коэффициента подъёмной силы изменилось на 4,2 % для плоского крыла, на 2,7 % 

для дугообразного крыла с углом раскрытия 90° и на 5,3% для дугообразного крыла 

с углом раскрытия 135°. 

Увеличение густоты сетки вдоль хорды менее заметно сказывается на 

точности расчёта. При увеличении количества панелей с 24 до 48 за счёт 

уменьшения шага разбиения вдоль ходы, значение коэффициента подъёмной силы 

изменилось на 0,1 % для плоского крыла, на 1,04 % для дугообразного крыла с 

углом раскрытия 90° и на 1,2 % для дугообразного крыла с углом раскрытия 135°. 

Представляет интерес вопрос о допустимости пренебрежения кривизной 

дугообразного крыла при формировании матрицы системы уравнений и учёта 

только изменения ориентации сечения крыла относительно потребного направления 

подъемной силы, что позволили бы использовать результаты, полученные для 

плоских крыльев. Проведённые расчёты показали, что это приводит к 

существенным погрешностям. Для крыла с углом раскрытия 135° погрешность 

составила 10,7 %, а для крыла с углом раскрытия 90° даже 33 %. 

Заключение 
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1.Метод дискретных вихрей весьма удобен для построения модели расчета 

дугообразного крыла. 

2.Приемлемую точность расчёта удаётся получить уже при крупной сетке. 

3.Для получения приемлемой точности, учёт кривизны дугообразного крыла 

необходимо проводить на всех этапах расчёта. 

4.Дугообразное крыло с углом раскрытия 135° обладает несущими 

характеристиками достаточно близкими к характеристикам плоского крыла. 
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